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• Προτεινόµενα Συγγράµατα :

• Στοιχειώδεις ∆ιαφορικές Εξισώσεις, Boyce & Di Prima, Εκδόσεις Ε.Μ.Π.
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(Απαραίτητες) Βασικές γνώσεις . . . . . .

• ∆ιαφορικός & Ολοκληρωτικός Λογισµός

• Υπολογισµός (ϐασικών) παραγώγων & ολοκληρωµάτων

• Τριγωνοµετρικές συναρτήσεις

• Ανάλυση σε απλά κλάσµατα

• Μιγαδικοί Αριθµοί
• . . . . . .

• Γραµµική ΄Αλγεβρα

• Λύση γραµµικών συστηµάτων, ορίζουσες

• Ιδιοτιµές−Ιδιοδιανύσµατα

• ∆ιαγωνοποίηση πινάκων

• . . . . . .
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Εισαγωγή - Βασικές έννοιες - Ορισµοί

Ορισµός Βικιπαιδεία: ∆ιαφορική εξίσωση είναι η µαθηµατική εξίσωση η

οποία συσχετίζει τις τιµές µιας άγνωστης συνάρτησης, µιας ή περισσότερων

µεταβλητών και των παραγώγων της πρώτου, δεύτερου ή ανώτερου ϐαθµού.

Οι διαφορικές εξισώσεις παίζουν προεξάρχοντα ϱόλο στη ϕυσική. Επίσης

έχουν πολύ σηµαντικές εφαρµογές στην τεχνολογία, τα οικονοµικά, τη

ϐιολογία και άλλα επιστηµονικά πεδία.
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Εισαγωγή - Βασικές έννοιες - Ορισµοί
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Εισαγωγή - Βασικές έννοιες - Ορισµοί

• Τι ονοµάζουµε Συνήθη ∆ιαφορική Εξίσωση (Σ.∆.Ε.);
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Εισαγωγή - Βασικές έννοιες - Ορισµοί

• Τι ονοµάζουµε Συνήθη ∆ιαφορική Εξίσωση (Σ.∆.Ε.);

Εξίσωση που περιέχει µία µεταβαλλόµενη ποσότητα (εξαρτηµένη µεταβλητή)

και παραγώγους της ως προς µία (και µόνο) ανεξάρτητη µεταβλητή.
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Εισαγωγή - Βασικές έννοιες - Ορισµοί

• Τι ονοµάζουµε Συνήθη ∆ιαφορική Εξίσωση (Σ.∆.Ε.);

Εξίσωση που περιέχει µία µεταβαλλόµενη ποσότητα (εξαρτηµένη µεταβλητή)

και παραγώγους της ως προς µία (και µόνο) ανεξάρτητη µεταβλητή.

Παράδειγµα: Για την άγνωστη συνάρτηση y(t)

y′ ≡ dy

dt
= 0.032y(t)
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Εισαγωγή - Βασικές έννοιες - Ορισµοί
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Εξίσωση που περιέχει µία µεταβαλλόµενη ποσότητα (εξαρτηµένη µεταβλητή)

και παραγώγους της ως προς µία (και µόνο) ανεξάρτητη µεταβλητή.

Παράδειγµα: Για την άγνωστη συνάρτηση y(t)

y′ ≡ dy

dt
= 0.032y(t)

Ο Νόµος του Τραπεζίτη (ή νόµος του Malthus)
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Εισαγωγή - Βασικές έννοιες - Ορισµοί

• Τι ονοµάζουµε Συνήθη ∆ιαφορική Εξίσωση (Σ.∆.Ε.);

Εξίσωση που περιέχει µία µεταβαλλόµενη ποσότητα (εξαρτηµένη µεταβλητή)

και παραγώγους της ως προς µία (και µόνο) ανεξάρτητη µεταβλητή.

Παράδειγµα: Για την άγνωστη συνάρτηση y(t)

y′ ≡ dy

dt
= 0.032y(t)

Ο Νόµος του Τραπεζίτη (ή νόµος του Malthus)

• Επιλύω: Βρίσκω τη (συνάρτηση) y ≡ y(t), που εξαρτάται από το t

(ανεξάρτητη µεταβλητή), και η οποία ικανοποιεί την εξίσωση.
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΄Ενα παράδειγµα: ∆ιαφορική εξίσωση πρώτης τάξης

dy

dt
+ y = 2 cos(t)

Σ.∆.Ε, 2018, Μ.Π.∆. 5



΄Ενα παράδειγµα: ∆ιαφορική εξίσωση πρώτης τάξης

dy

dt
+ y = 2 cos(t)

• Νόµος του Νεύτωνα για την ψύξη ενός σώµατος όταν η ϑερµοκρασία του

περιβάλλοντος χώρου ταλαντώνεται στο χρόνο.
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΄Ενα παράδειγµα: ∆ιαφορική εξίσωση πρώτης τάξης

dy

dt
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• Νόµος του Νεύτωνα για την ψύξη ενός σώµατος όταν η ϑερµοκρασία του

περιβάλλοντος χώρου ταλαντώνεται στο χρόνο.

Επιλύω: Βρίσκω τη y, που εξαρτάται από το t (π.χ. από το χρόνο) και που

ικανοποιεί την εξίσωση.
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΄Ενα παράδειγµα: ∆ιαφορική εξίσωση πρώτης τάξης

dy

dt
+ y = 2 cos(t)

• Νόµος του Νεύτωνα για την ψύξη ενός σώµατος όταν η ϑερµοκρασία του

περιβάλλοντος χώρου ταλαντώνεται στο χρόνο.

Επιλύω: Βρίσκω τη y, που εξαρτάται από το t (π.χ. από το χρόνο) και που

ικανοποιεί την εξίσωση.

Μαντεψιά !!

y = y(t) = cos(t) + sin(t)
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΄Ενα παράδειγµα: ∆ιαφορική εξίσωση πρώτης τάξης

dy

dt
+ y = 2 cos(t)

• Νόµος του Νεύτωνα για την ψύξη ενός σώµατος όταν η ϑερµοκρασία του

περιβάλλοντος χώρου ταλαντώνεται στο χρόνο.

Επιλύω: Βρίσκω τη y, που εξαρτάται από το t (π.χ. από το χρόνο) και που

ικανοποιεί την εξίσωση.

Μαντεψιά !!

y = y(t) = cos(t) + sin(t)

΄Αλλη µαντεψιά !!

y = cos(t) + sin(t) + e−t
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Κλάση λύσεων

dy

dt
+ y = 2 cos(t)

Υπολογιστικές Μηχανές
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Κλάση λύσεων

dy

dt
+ y = 2 cos(t)

Υπολογιστικές Μηχανές

΄Ολες οι λύσεις:

y = cos(t) + sin(t) + Ce−t

όπου C είναι κάποια σταθερά ∈ R (ανεξάρτητη του t)
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Κλάση λύσεων

dy

dt
+ y = 2 cos(t)

Υπολογιστικές Μηχανές

΄Ολες οι λύσεις:

y = cos(t) + sin(t) + Ce−t

όπου C είναι κάποια σταθερά ∈ R (ανεξάρτητη του t)

Γιατί πολλές λύσεις ; ΄Ολες; Ποιά;;;
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Κάποιες λύσεις

Σχήµα 1: Γραφικές παραστάσεις µερικών από τις λύσεις της
dy
dt + y = 2 cos t
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Μαθηµατικά µοντέλα (πρότυπα) & Προσοµοιώσεις

Σχήµα 2: ∆ιαφορικές εξισώσεις στη πράξη
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Παράδειγµα Ι
Φυσικό Πρόβληµα: Σ’ενα δοχείο, µε αρκετή τροφή, υπάρχουν 100 ϐακτήρια

τη χρονική στιγµή t = 0 και 200 ϐακτήρια µετά από 10 λεπτά.
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Παράδειγµα Ι
Φυσικό Πρόβληµα: Σ’ενα δοχείο, µε αρκετή τροφή, υπάρχουν 100 ϐακτήρια

τη χρονική στιγµή t = 0 και 200 ϐακτήρια µετά από 10 λεπτά.

Μοντέλο (µαθηµατικό) µεταβολής του πληθυσµού P (t) στο χρόνο

dP

dt
= kP, όπου k > 0 (σταθερά-ϱυθµός µεταβολής)
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Παράδειγµα Ι
Φυσικό Πρόβληµα: Σ’ενα δοχείο, µε αρκετή τροφή, υπάρχουν 100 ϐακτήρια

τη χρονική στιγµή t = 0 και 200 ϐακτήρια µετά από 10 λεπτά.

Μοντέλο (µαθηµατικό) µεταβολής του πληθυσµού P (t) στο χρόνο

dP

dt
= kP, όπου k > 0 (σταθερά-ϱυθµός µεταβολής)

(΄Ολες) οι λύσεις
P (t) = Cekt
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Παράδειγµα Ι
Φυσικό Πρόβληµα: Σ’ενα δοχείο, µε αρκετή τροφή, υπάρχουν 100 ϐακτήρια

τη χρονική στιγµή t = 0 και 200 ϐακτήρια µετά από 10 λεπτά.

Μοντέλο (µαθηµατικό) µεταβολής του πληθυσµού P (t) στο χρόνο

dP

dt
= kP, όπου k > 0 (σταθερά-ϱυθµός µεταβολής)

(΄Ολες) οι λύσεις
P (t) = Cekt

΄Οµως ξέρουµε ότι για t = 0 και t = 10:

100 = P (0) = Cek·0 = C

200 = P (10) = 100ek·10
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Παράδειγµα Ι
Φυσικό Πρόβληµα: Σ’ενα δοχείο, µε αρκετή τροφή, υπάρχουν 100 ϐακτήρια

τη χρονική στιγµή t = 0 και 200 ϐακτήρια µετά από 10 λεπτά.

Μοντέλο (µαθηµατικό) µεταβολής του πληθυσµού P (t) στο χρόνο

dP

dt
= kP, όπου k > 0 (σταθερά-ϱυθµός µεταβολής)

(΄Ολες) οι λύσεις
P (t) = Cekt

΄Οµως ξέρουµε ότι για t = 0 και t = 10:

100 = P (0) = Cek·0 = C

200 = P (10) = 100ek·10

Η λύση: P (t) = 100e(ln 2)/10·t ≈ 100e0.069t
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Σχήµα 3: Αύξηση του πληθυσµού των ϐακτηριδίων σε 60 λεπτά
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Παράδειγµα ΙΙα
Φυσικό Πρόβληµα: ΄Ενα σώµα µάζας m, στο

οποίο επιδρά µόνο η ϐαρύτητα, g, ϱίχνεται κάθετα στο

χρόνο t = 0 από τη ϑέση (ύψος) x = x0 µε ταχύτητα

v0 και έστω x(t) η θέση του σώµατος στο χρόνο t.
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Παράδειγµα ΙΙα
Φυσικό Πρόβληµα: ΄Ενα σώµα µάζας m, στο

οποίο επιδρά µόνο η ϐαρύτητα, g, ϱίχνεται κάθετα στο

χρόνο t = 0 από τη ϑέση (ύψος) x = x0 µε ταχύτητα

v0 και έστω x(t) η θέση του σώµατος στο χρόνο t.

Μοντέλο (µαθηµατικό) Από το νόµο του Νεύτωνα

F = mγ ⇒ mg = mx′′⇒ x′ = gt+ C, C ∈ R
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Παράδειγµα ΙΙα
Φυσικό Πρόβληµα: ΄Ενα σώµα µάζας m, στο

οποίο επιδρά µόνο η ϐαρύτητα, g, ϱίχνεται κάθετα στο

χρόνο t = 0 από τη ϑέση (ύψος) x = x0 µε ταχύτητα

v0 και έστω x(t) η θέση του σώµατος στο χρόνο t.

Μοντέλο (µαθηµατικό) Από το νόµο του Νεύτωνα

F = mγ ⇒ mg = mx′′⇒ x′ = gt+ C, C ∈ R

(΄Ολες) οι λύσεις

x(t) =
1

2
gt2 + C1t+ C2, C1, C2 ∈ R
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Παράδειγµα ΙΙα
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F = mγ ⇒ mg = mx′′⇒ x′ = gt+ C, C ∈ R

(΄Ολες) οι λύσεις

x(t) =
1

2
gt2 + C1t+ C2, C1, C2 ∈ R

΄Οµως ξέρουµε ότι στο χρόνο t = 0:

x0 = x(0) = C2

v0 = x′(0) = C1
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Παράδειγµα ΙΙα
Φυσικό Πρόβληµα: ΄Ενα σώµα µάζας m, στο

οποίο επιδρά µόνο η ϐαρύτητα, g, ϱίχνεται κάθετα στο

χρόνο t = 0 από τη ϑέση (ύψος) x = x0 µε ταχύτητα
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F = mγ ⇒ mg = mx′′⇒ x′ = gt+ C, C ∈ R

(΄Ολες) οι λύσεις

x(t) =
1

2
gt2 + C1t+ C2, C1, C2 ∈ R

΄Οµως ξέρουµε ότι στο χρόνο t = 0:

x0 = x(0) = C2

v0 = x′(0) = C1

Η λύση: x(t) = 1
2gt

2 + v0t+ x0
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Παράδειγµα ΙΙβ
Φυσικό Πρόβληµα: ΄Ενα σώµα µάζας m, στο οποίο τώρα επιδρά και η

αντίσταση του αέρα, ϱίχνεται κάθετα στο χρόνο t = 0 µε ταχύτητα v0. Ποιά

η ταχύτητά του u(t) στο χρόνο t;
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Παράδειγµα ΙΙβ
Φυσικό Πρόβληµα: ΄Ενα σώµα µάζας m, στο οποίο τώρα επιδρά και η

αντίσταση του αέρα, ϱίχνεται κάθετα στο χρόνο t = 0 µε ταχύτητα v0. Ποιά

η ταχύτητά του u(t) στο χρόνο t;

Μοντέλο (µαθηµατικό) Από το νόµο του Νεύτωνα

mγ = F ⇒ m
dv

dt
= mg−kv, k > 0 σταθερά επιβράδυνσης του αέρα
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Παράδειγµα ΙΙβ
Φυσικό Πρόβληµα: ΄Ενα σώµα µάζας m, στο οποίο τώρα επιδρά και η

αντίσταση του αέρα, ϱίχνεται κάθετα στο χρόνο t = 0 µε ταχύτητα v0. Ποιά

η ταχύτητά του u(t) στο χρόνο t;

Μοντέλο (µαθηµατικό) Από το νόµο του Νεύτωνα

mγ = F ⇒ m
dv

dt
= mg−kv, k > 0 σταθερά επιβράδυνσης του αέρα

(΄Ολες) οι λύσεις
v(t) = Ce−

k
mt +

mg

k
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Παράδειγµα ΙΙβ
Φυσικό Πρόβληµα: ΄Ενα σώµα µάζας m, στο οποίο τώρα επιδρά και η

αντίσταση του αέρα, ϱίχνεται κάθετα στο χρόνο t = 0 µε ταχύτητα v0. Ποιά

η ταχύτητά του u(t) στο χρόνο t;

Μοντέλο (µαθηµατικό) Από το νόµο του Νεύτωνα

mγ = F ⇒ m
dv

dt
= mg−kv, k > 0 σταθερά επιβράδυνσης του αέρα

(΄Ολες) οι λύσεις
v(t) = Ce−

k
mt +

mg

k

΄Οµως ξέρουµε ότι :

v(0) = v0 ⇔ C +
mg

k
= v0
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Παράδειγµα ΙΙβ
Φυσικό Πρόβληµα: ΄Ενα σώµα µάζας m, στο οποίο τώρα επιδρά και η

αντίσταση του αέρα, ϱίχνεται κάθετα στο χρόνο t = 0 µε ταχύτητα v0. Ποιά

η ταχύτητά του u(t) στο χρόνο t;

Μοντέλο (µαθηµατικό) Από το νόµο του Νεύτωνα

mγ = F ⇒ m
dv

dt
= mg−kv, k > 0 σταθερά επιβράδυνσης του αέρα

(΄Ολες) οι λύσεις
v(t) = Ce−

k
mt +

mg

k

΄Οµως ξέρουµε ότι :

v(0) = v0 ⇔ C +
mg

k
= v0

Η λύση: v(t) = (v0 − mg
k )e−

k
mt + mg

k
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Για m = 10kg, k = 2kg/sec και v(0) = v0 = 0 από ύψος 300m
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Για m = 10kg, k = 2kg/sec και v(0) = v0 = 0 από ύψος 300m

Σχήµα 4: Λύσεις για διαφορετικες (αρχικές) τιµές του v0

Σ.∆.Ε, 2018, Μ.Π.∆. 13



Παράδειγµα ΙΙγ

(Πληθυσµιακό) Πρόβληµα: Σε µία περιοχή ο

αριθµός αύξησης ενός είδους Ϲώων είναι k=0.5/µήνα

και ταυτόχρονα υπάρχει µείωση του πληθυσµού

κατά 15/ηµέρα λόγω κάποιου εισβολέα (ή ασθένειας).
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Μοντέλο (µαθηµατικό)
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Μοντέλο (µαθηµατικό)

dP

dt
= 0.5P (t)
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dP

dt
= 0.5P (t) =⇒ dP

dt
= 0.5P − 450

Η λύση
P (t) = 900 + Cet/2
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Μοντέλο (µαθηµατικό)

dP

dt
= 0.5P (t) =⇒ dP

dt
= 0.5P − 450

Η λύση
P (t) = 900 + Cet/2

Ποιά η συµπεριφορά/µεταβολή του πληθυσµού στο χρόνο;
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Πληθυσµιακό µοντέλο ΙΙγ

Σχήµα 5: Λύσεις για διαφορετικές τιµές του C (δηλ. του αρχικού πληθυσµού P (0))
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Παράδειγµα ΙΙΙ
Η σχέση του Ρωµαίου και της Ιουλιέτας (The love equations)

Πώς αλλάζουν, στο χρόνο, τα αισθήµατα του Ρωµαίου και της Ιουλιέτας του

ενός απέναντι στον άλλο ;
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ενός απέναντι στον άλλο ;

΄Εστω R(t) τα αισθήµατα του Ρωµαίου και
dR

dt
ο ϱυθµός µεταβολής τους

(που εξαρτάται από τα ίδια του τα αισθήµατα)

dR

dt
= aRR(t), R(0) = R0
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Για τη Ιουλιέτα επίσης

dJ

dt
= aJJ(t), J(0) = J0
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΄Αρα 2 εξισώσεις

dR

dt
= aRR(t) (1)

dJ

dt
= aJJ(t) (2)
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΄Αρα 2 εξισώσεις

dR

dt
= aRR(t) (1)

dJ

dt
= aJJ(t) (2)

Τα αισθήµατα του ενός όµως εξαρτώνται και από αυτά του άλλου, άρα

dR

dt
= aRR(t)+pRJ(t) (3)

dJ

dt
= aJJ(t) + pJR(t) (4)

όπου pR, pJ σταθερές που περιγράφουν την απόκριση του ενός προς τον

άλλο.

΄Ενα σύστηµα ∆ιαφορικών Εξισώσεων: A Course in Mathematical Biology:

Quantitative Modeling with Mathematical and Computational Tools, by G. de Vries et al.,

SIAM 2006.
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Μαθηµατική Μοντελοποίηση (Προτυποποίηση) και Σ.∆.Ε
Για την κατασκευή ενός ικανοποιητικού µοντέλου χρειάζεται :

Σ.∆.Ε, 2018, Μ.Π.∆. 19



Μαθηµατική Μοντελοποίηση (Προτυποποίηση) και Σ.∆.Ε
Για την κατασκευή ενός ικανοποιητικού µοντέλου χρειάζεται :

[1] Ο σωστός χαρακτηρισµός εξαρτηµένων και ανεξάρτητων µεταβλητών

(συνήθως ο χρόνος είναι η ανεξάρτητη µεταβλητή)
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[2] Οι σωστές µονάδες µέτρησης κάθε µεταβλητής
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[2] Οι σωστές µονάδες µέτρησης κάθε µεταβλητής

[3] ∆ιάρθρωση των ϐασικών αρχών που διέπουν το πρόβληµα. Φυσικός

νόµος (π.χ. Νεύτωνα) ή κάποια υπόθεση
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[4] ΄Εκφραση της υπόθεσης ή του ϕυσικού νόµου µε µεταβλητές, εισαγωγή

σταθερών και παραµέτρων ή/και ϐοηθητικών µεταβλητών
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[6] Σύγκριση αποτελεσµάτων µε µετρήσεις ή πειραµατικά δεδοµένα
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Ταξινόµηση των Σ.∆.Ε & βασικοί ορισµοί

• Συνήθεις vs Μερικές ∆ιαφορικές Εξισώσεις

Στις Σ.∆.Ε η άγνωστη συνάρτηση εξαρτάται από µία και µόνο ανεξάρτητη

µεταβλητή και η εξίσωση περιέχει µόνο συνήθεις παραγώγους της.
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Συµβολισµός: y′(t) ≡ y′ = dy
dt , y′′ = y(2) = d2y

dt2
, . . . , y(n) = dny

dtn
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∂u(x, t)

∂t
= K2∂

2u(x, t)

∂x2
Εξίσωση ∆ιάχυσης
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∂u(x, t)

∂t
= K2∂

2u(x, t)

∂x2
Εξίσωση ∆ιάχυσης

∂2u(x, t)

∂t2
= a2

∂2u(x, t)

∂x2
Κυµατική Εξίσωση
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