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0 Πρόλογος 

Οι σημειώσεις αυτές πρωτογράφτηκαν το καλοκαίρι του 1985.  Το Σεπτέμβριο του 
ίδιου χρόνου θ’ άρχιζε η ακαδημαϊκή μου πορεία στο Πολυτεχνείο Κρήτης, μια πο-
ρεία που συνεχίζεται μέχρι σήμερα.  Για το Πολυτεχνείο Κρήτης ήταν η δεύτερη 
χρονιά με φοιτητές (του Τμήματος Μηχανικών Παραγωγής και Διοίκησης) και το 
έμψυχο δυναμικό λίγο.  Ανέλαβα να διδάξω το μάθημα των Διαφορικών Εξισώσεων, 
και παρ’ όλο που υπήρχαν μερικά βοηθήματα στα Ελληνικά και πάμπολλα Αγγλικά, 
έκρινα ότι η ύλη που θα διδασκόταν στους συγκεκριμένους φοιτητές θα έπρεπε να 
ήταν «κομμένη και ραμμένη» στα μέτρα τους.  Έτσι προέκυψε ο τίτλος και η δομή 
του συγγράμματος που ακολουθεί. 
Η πρώτη έκδοση του βιβλίου ήταν χειρόγραφη (απόσπασμα της πρώτης σελίδας στην 
Εικ. 0.1).  Ακολούθησαν διάφορες ηλεκτρονικές μορφές μέσω των εκάστοτε επεξερ-
γαστών κειμένων (Wordstar, WordPerfect κλπ.) για να καταλήξει στη σημερινή εκ-
δοχή, γραμμένη σε Microsoft Word και αναρτημένη στο δίκτυο. 
Το συγκεκριμένο σύγγραμμα δεν διεκδικεί δάφνες πρωτοτυπίας, κάτι που ούτως ή 
άλλως θα ήταν δύσκολο για το θέμα που πραγματεύεται.  Αντίθετα είναι εν πολλοίς 
βασισμένο στο εξαιρετικό βιβλίο του Brown, και επίσης χρησιμοποιεί και σκόρπιο 
υλικό από τα υπόλοιπα βιβλία που αναφέρονται στις «πηγές». 
Ελπίζω η έκδοση αυτή να φανεί όσο χρήσιμη ήταν και η πρώτη. 
Θα ήθελα να ευχαριστήσω τη κυρία Στέλλα Μουντογιαννάκη, που δακτυλογράφησε 
μεγάλο τμήμα των σημειώσεων καθώς επίσης και τους βοηθούς μου Δρ. Μάγδα Μα-
ρινάκη και Νεκτάριο Αρναουτάκη για τη δακτυλογράφηση μικροτέρων τμημάτων.  
Επίσης να ευχαριστήσω εκ των προτέρων όλους όσοι συνεισφέρουν με τις διορθώ-
σεις και επισημάνσεις τους. 
 
 
 
 
 
 
 
 
Εικόνα εξωφύλλου: Βακτηριακές αποικίες από προσομοίωση προτύπων διαφορικών εξισώσεων που 
διέπουν την υδροδυναμική τους συμπεριφορά (http://math.arizona.edu/~lega/research.html).  

http://math.arizona.edu/%7Elega/research.html
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Εικόνα 0.1 
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1 ∆ιαφορικές εξισώσεις πρώτης τάξεως 

1.1 Εισαγωγή 

Στο πρώτο τμήμα των σημειώσεων αυτών θα  πραγματευτούμε τις διαφορικές εξισώ-
σεις και τις εφαρμογές τους.   
Ως διαφορική εξίσωση ορίζουμε μία σχέση μεταξύ μιας συνάρτησης του χρόνου και 
των παραγώγων της.  Οι εξισώσεις: 

 ))(()ημ(3
d

)(d 2 tytty
t
ty

+=  (1.1)

και, 

 2

2
)(

3

3

d
)(d

d
)(d

t
tyte

t
ty ty ++= −  (1.2)
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είναι παραδείγματα διαφορικών εξισώσεων (η εξάρτηση της εξαρτημένης μεταβλη-
τής y από την ανεξάρτητη μεταβλητή t θα παραλείπεται συνήθως από δω και στο ε-
ξής χάρη συντομίας).  Η τάξη μιας διαφορικής εξίσωσης είναι η τάξη της μεγαλύτε-
ρης παραγώγου της συνάρτησης y(t), που εμφανίζεται στην εξίσωση.  Έτσι, η (1.1) 
είναι διαφορική εξίσωση πρώτης τάξεως και η (1.2) τρίτης τάξεως.  Η λύση μιας δια-
φορικής εξίσωσης είναι μια συνεχής συνάρτηση y(t), η οποία, μαζί με τις παραγώ-
γους της, ικανοποιεί την διαφορική εξίσωση.   
Για παράδειγμα η συνάρτηση, 

ttty 2συνημ2)( 3
1−=  

είναι λύση της διαφορικής εξίσωσης δευτέρας τάξεως, 

ty
t

y 2συν
d
d

2

2
=+  

αφού, 

( ) ( ) ( ) ( )
t

tttttttt
t

2συν

2συνημ22συνημ22συνημ22συνημ2
d
d

3
1

3
4

3
1

3
1

2

2

=

=−++−=−+−  
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Οι διαφορικές εξισώσεις ανακύπτουν σε πολλές περιοχές των θετικών, αλλά και αν-
θρωπιστικών επιστημών.  Στις σημειώσεις αυτές παραθέτουμε μερικά ωραία παρα-
δείγματα εφαρμογών των διαφορικών εξισώσεων σε πολύ διαφορετικά πεδία όπως 
στη διάγνωση του διαβήτη, στο πολλαπλασιασμό καρκινικών κυττάρων και στην α-
νάπτυξη διαφόρων πληθυσμών.  Ο σκοπός μας είναι να δείξουμε πώς η θεωρία των 
διαφορικών εξισώσεων εφαρμόζεται για να λύσει, ή για να προσπαθήσει να λύσει 
πραγματικά προβλήματα από την ζωή. 

1.2 Γραμμικές διαφορικές εξισώσεις πρώτης τάξεως 

Αρχίζουμε με τη μελέτη των διαφορικών εξισώσεων πρώτης τάξεως και υποθέτουμε 
ότι η εξίσωση μας είναι ή μπορεί να τεθεί στη μορφή, 

 ),(
d
d ytf

t
y
=  (1.3)

Το πρόβλημα που αντιμετωπίζουμε είναι: 

© Α. Πουλιέζος 
Δοθείσης της συνάρτησης f(t, y), ποιες είναι οι 
συναρτήσεις y(t) που ικανοποιούν την διαφορική εξίσωση 
(1.3); 

 
Το προσεγγίζουμε ως εξής: για να λύσουμε ένα καινούργιο πρόβλημα προσπαθούμε 
να το ανάγουμε με κάποιο τρόπο σ’ ένα πρόβλημα που το έχουμε ήδη λύσει.  Αυτό 
σημαίνει πρακτικά ότι απλοποιούμε διαδοχικά το πρόβλημα για να μοιάζει με κάποιο 
που ξέρουμε να επιλύουμε.  Εφ’ όσον προσπαθούμε να βρούμε λύσεις σε γενικές δι-
αφορικές εξισώσεις, φαίνεται λογικό να απαριθμήσουμε όλες τις διαφορικές εξισώ-
σεις που μπορούμε να λύσουμε χρησιμοποιώντας τη θεωρία του στοιχειώδους λογι-
σμού.  Δυστυχώς, η μόνη διαφορική εξίσωση πρώτης τάξεως που μπορούμε να 
λύσουμε έτσι, είναι η, 

 )(
d
d tg

t
y
=  (1.4)

όπου g(.) είναι οποιαδήποτε ολοκληρώσιμη συνάρτηση του χρόνου.  Για να λύσουμε 
την (1.4) απλά ολοκληρώνουμε και τις δυο πλευρές ως προς t για να πάρουμε, 

cttgty += ∫ d)()(  

όπου c είναι η σταθερά της ολοκλήρωσης, και  είναι μια συνάρτηση που έχει 
σαν παράγωγο την g (αντιπαράγωγος της g).  Φαίνεται έτσι, ότι για να λύσουμε ο-

∫ ttg d)(
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ποιαδήποτε διαφορική εξίσωση, πρέπει να την ανάγουμε κατά κάποιο τρόπο στη 
μορφή (1.4).  Όπως θα δούμε αργότερα, αυτό είναι αδύνατο στις περισσότερες περι-
πτώσεις.  Δεν θα μπορέσουμε λοιπόν, να λύσουμε τις περισσότερες διαφορικές εξι-
σώσεις χωρίς τη βοήθεια ηλεκτρονικού υπολογιστή.   
Φαίνεται λογικό λοιπόν, ότι για να βρούμε ποιές διαφορικές εξισώσεις μπορούμε να 
λύσουμε, θα πρέπει ν’ αρχίσουμε με πολύ απλές εξισώσεις, και όχι π.χ.  με την, 

( )yte
t
y 37ημ

d
d −=  

(η οποία παρεπιπτόντως δεν λύνεται ακριβώς).  Η πείρα μας έχει διδάξει ότι οι α-
πλούστερες εξισώσεις είναι αυτές που είναι γραμμικές ως προς την εξαρτημένη με-
ταβλητή y. 
Ορισμός 1.1  Η γενική γραμμική διαφορική εξίσωση πρώτης τάξεως είναι η, 

 )()()(
d

)(d tbtyta
t
ty

=+  (1.5)
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όπου οι συναρτήσεις a(t) και b(t) θεωρούνται συνεχείς συναρτήσεις του χρόνου t.  
Ξεχωρίζουμε την εξίσωση αυτή και την ονομάζουμε γραμμική γιατί η εξαρτημένη 
μεταβλητή y, εμφανίζεται μόνο με γραμμικούς όρους, δηλαδή δεν υπάρχουν όροι της 
μορφής e−y, y3, ημy κλπ.  Για παράδειγμα, οι εξισώσεις,  

ty
t
yty

t
y

+=+= συν
d
d  ,ημ

d
d 2  

είναι μη γραμμικές, εξαιτίας των όρων y2 και συνy αντίστοιχα.  Ακόμη δεν είναι προ-
φανές πώς θα λύσουμε την εξίσωση (1.5).  Γι’ αυτό την απλοποιούμε περισσότερο, 
θέτοντας b(t)=0. 
Ορισμός 1.2  Η εξίσωση, 

 0)()(
d

)(d
=+ tyta

t
ty  (1.6)

καλείται ομογενής γραμμική διαφορική εξίσωση πρώτης τάξεως, ενώ η (1.6) κα-
λείται μη ομογενής γραμμική διαφορική εξίσωση πρώτης τάξεως. 
Ευτυχώς, η ομογενής εξίσωση (1.6) μπορεί να λυθεί αρκετά απλά.  Πρώτον, διαιρού-
με τις δυο πλευρές με y(t), και έχουμε: 
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)(
)(
d/)(d ta

ty
tty

−=  

Δεύτερον παρατηρούμε ότι, 

)(ln
d
d

d
)(d

)(
1

)(
d/)(d ty

tt
ty

tyty
tty

==  

Επομένως, η (1.6) γίνεται, 

 )()(ln
d
d taty
t

−=  (1.7)

Αλλά αυτή είναι «ουσιαστικά» η (1.4), αφού ολοκληρώνοντας και τις δύο πλευρές, 
παίρνουμε, 

1d)()(ln cttaty +−= ∫  

© Α. Πουλιέζος όπου η c1 η σταθερά της ολοκλήρωσης.  Παίρνοντας αντιλογαρίθμους, 

{ } { } 

{ }∫

∫∫

=

−=+−=

tta
c

ttaccttaty

d)(exp

d)(expd)(exp)(

2

21

 

ή, 

 { } d)(exp)(2 ∫= ttatyc  (1.8)

αφού exp(.)>0.   Η εξίσωση (1.8) μας λέει ότι η απόλυτη τιμή μιας συνεχούς συνάρ-
τησης του χρόνου είναι σταθερή.  Αλλά αν η απόλυτη τιμή μιας συνεχούς συνάρτη-
σης g(t) είναι σταθερή, τότε και η ίδια η συνάρτηση είναι σταθερή.  Για να το δεί-
ξουμε αυτό, παρατηρούμε ότι αν η συνάρτηση g(t) δεν είναι σταθερή, τότε υπάρχουν 
δύο διαφορετικοί χρόνοι t1 και t2 για τους οποίους g(t1)=−cg(t2)=c.  Σύμφωνα με 
το Θεώρημα της ενδιάμεσης τιμής η συνάρτηση g θα πρέπει τότε να παίρνει όλες τις 
τιμές μεταξύ −c και +c, πράγμα αδύνατο αφού )(tg =c.  Επομένως, 

{ } 2d)(exp)( cttaty =∫  
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ή, { }∫−= ttacty d)(exp)(  (1.9)

Η εξίσωση (1.9) καλείται γενική λύση της ομογενούς εξίσωσης, επειδή κάθε λύση 
της (1.6) πρέπει να είναι αυτής της μορφής.  Παρατηρούμε ότι στην (1.9) εμφανίζεται 
η αυθαίρετη σταθερά c.  Το γεγονός αυτό δεν πρέπει να μας εκπλήσσει.  Η αυθαίρετη 
σταθερά c θα εμφανίζεται στην γενική λύση κάθε διαφορικής εξίσωσης πρώτης τά-
ξεως.  Παρατηρούμε επίσης, ότι η εξίσωση (1.6) έχει άπειρες λύσεις.  μία για κάθε τι-
μή του c. 

Παράδειγμα 1.1  Να βρεθεί η γενική λύση της εξίσωσης 0)(2
d

)(d
=+ tty

t
ty . 

Λύση: Εδώ, a(t)=2t, έτσι, 

{ } { }2expd2exp)( tcttcty −=−= ∫  

© Α. Πουλιέζος 
 

Παράδειγμα 1.2  Να προσδιοριστεί η συμπεριφορά όλων των λύσεων της εξίσωσης, 

0)(
d

)(d
=+ tay

t
ty , όταν ∞→t , α σταθερά. 

Λύση: Η γενική λύση είναι,  

{ } { }atctacty expdexp)( =−= ∫  

Άρα, αν a<0, όλες οι λύσεις εκτός της y(t)=0, τείνουν στο άπειρο, ενώ αν a>0, όλες 
οι λύσεις τείνουν στο 0. 
Στην πράξη, δεν ενδιαφερόμαστε συνήθως για όλες τις λύσεις της (1.6).  Αυτό που 
μας ενδιαφέρει είναι η ιδιαίτερη λύση y(t), η οποία σε κάποιον αρχικό χρόνο t0 έχει 
την τιμή y0.   Θέλουμε λοιπόν να βρούμε την συνάρτηση y(t), έτσι ώστε, 

 00 )( ,0)()(
d

)(d ytytyta
t
ty

==+  (1.10)

Η εξίσωση (1.10) αναφέρεται σαν πρόβλημα αρχικής τιμής, επειδή απ’ όλες τις λύ-
σεις της διαφορικής εξίσωσης, ενδιαφερόμαστε για την μία λύση η οποία αρχικά 
(στον χρόνο t0) έχει την τιμή y0.  Για να βρούμε αυτή τη λύση, ολοκληρώνουμε και 
τα δύο μέλη της (1.7) μεταξύ t0 και t.   Έτσι, 

∫∫ −=
t
t

t
t

ssas
s

sy
00

d)(d
d

)(lnd
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∫−==−⇒
t
t

ssa
ty
tytyty

0
d)(

)(
)(ln)(ln)(ln

0
0  

{ }∫−=⇒
t

t
ssa

ty
ty

0
d)(exp

)(
)(

0
 

Η συνάρτηση μέσα στην απόλυτη τιμή είναι συνεχής συνάρτηση του χρόνου.  Άρα, 
σύμφωνα με τα προηγούμενα είναι ταυτόσημη με +1 ή −1.  Για να βρούμε ποιο από 
τα δύο, βρίσκουμε την τιμή της στο σημείο t0.   Επειδή, 

{ } 1d)(exp
)(
)( 0

00

0 =− ∫
t
t

ssa
ty
ty  

πρέπει, 

{ } 1d)(exp
)(
)(

00
=− ∫

t
t

ssa
ty
ty  
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Άρα, 

{ } { }∫∫ −=−=
t
t

t
t

ssayssatyty
00

d)(expd)(exp)()( 00  

Παράδειγμα 1.3  Να βρεθεί η λύση του προβλήματος αρχικής τιμής, 

2
3)0( ,0ημ

d
d

==+ yty
t
y . 

Λύση: Εδώ a(t)=ημt, άρα, 

{ } ( )tt essty συν1
2
3

02
3 dημexp)( +−=−= ∫  

Παράδειγμα 1.4  Να βρεθεί η λύση του προβλήματος αρχικής τιμής, 

2)1( ,0
d
d 2

==+ yye
t
y t . 

Λύση: Εδώ a(t)= , άρα 
2te

{ }∫−=
t s sety

1
dexp2)(

2
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Με μία πρώτη ματιά, το πρόβλημα αυτό φαίνεται να παρουσιάζει μία πολύ σοβαρή 
δυσκολία επειδή δεν μπορούμε να ολοκληρώσουμε την συνάρτηση  άμεσα.  Παρ’ 
όλ’ αυτά η λύση είναι εξίσου ισχυρή και χρήσιμη όσο και η λύση στο Παράδειγμα 

2se

1.3.   Ο λόγος είναι διπλός: πρώτον, υπάρχουν απλές αριθμητικές μέθοδοι για την ε-
κτίμηση του παραπάνω ολοκληρώματος.   Δεύτερον, ακόμη κι αν η λύση του Παρα-
δείγματος 1.3 δινόταν αναλυτικά, δεν μπορούμε να βρούμε την αριθμητική της τιμή 
την χρονική στιγμή t χωρίς την βοήθεια πινάκων ή κάποιου άλλου υπολογιστικού 
μέσου. 
 
Ας γυρίσουμε τώρα στην μη ομογενή εξίσωση: 

)()()(
d

)(d tbtyta
t
ty

=+  

Είναι φαvερό από την μέχρι τώρα προσέγγιση μας, ότι για να λύσουμε την μη ομογε-
νή εξίσωση, θα πρέπει να την εκφράσουμε σαν, 

© Α. Πουλιέζος 
( ) )(συνάρτηση κάποια

d
d tb
t

=  

 και κατόπιν να ολοκληρώσουμε και τις δύο πλευρές, λύνοντας για την «κάποια συ-
νάρτηση».   Όμως η παράσταση, 

)()(
d

)(d tyta
t
ty
+  

δεν φαίνεται να είναι η παράγωγος κάποιας απλής συνάρτησης.   Το επόμενο «λογι-
κό» βήμα που πρέπει να κάνουμε είναι το εξής:  μπορούμε να κάνουμε την αριστερή 
πλευρά την παράγωγο «κάποιας συνάρτησης»;  Ας το προσπαθήσουμε πολλαπλασιά-
ζοντας και τις δύο πλευρές της (1.5) με κάποια συνεχή συνάρτηση μ(t), οπότε παίρ-
νουμε την ισοδύναμη εξίσωση, 

 )()()()()(
d

)(d)( tbttytat
t
tyt μμμ =+  (1.11)

(με τον όρο ισοδύναμη εξίσωση εννοούμε ότι κάθε λύση της (1.11) είναι λύση της 
(1.5) και αντίστροφα).   Τώρα, μπορούμε να επιλέξουμε την μ(t) έτσι ώστε η 

)()()(
d

)(d)( tytat
t
tyt μμ +  να είναι η παράγωγος κάποιας απλής συνάρτησης; Η απά-

ντηση είναι ναι και συνάγεται παρατηρώντας ότι, 
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t
tty

t
tyttyt

t d
)(d)(

d
)(d)()()(

d
d μμμ +=  

Επομένως, 

)()(
d
d)()()(

d
)(d)( tyt

t
tytat

t
tyt μμμ =+  

αν και μόνον αν, 

0)()(
d

)(d
=− tat

t
ty μ  

Αλλά αυτή είναι μία ομογενής διαφορική εξίσωση πρώτης τάξεως που ξέρουμε να 
λύνουμε, και επειδή μία οποιαδήποτε συνάρτηση αρκεί, θέτουμε στην (1.9) c=1 και 
παίρνουμε, 

{ }∫= ttat d)(exp)(μ  

© Α. Πουλιέζος 
 

Γι’  αυτή την μ(t), η (1.11) γράφεται, 

 )()()()(
d
d tbttyt
t

μμ =  (1.12)

Για να βρούμε την γενική λύση της (1.5) ολοκληρώνουμε τα δύο μέρη της (1.12), 
παίρνοντας, 

cttbt
t

ty

cttbttyt

+=⇒

+=

∫

∫

d)()(
)(

1)(

d)()()()(

μ
μ

μμ
 

 { }( )cttbtttaty +−=⇒ ∫∫ d)()(d)(exp)( μ  (1.13)

Αν θέλουμε τώρα μία ιδιαίτερη λύση της (1.5) που να ικανοποιεί την αρχική συνθήκη 
y(t0)=y0, δηλαδή θέλουμε να λύσουμε το πρόβλημα αρχικής τιμής, 

00 )( ),()()(
d

)(d ytytbtyta
t
ty

==+  
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τότε παίρνουμε το ορισμένο ολοκλήρωμα των δύο μελών της (1.12) μεταξύ t0 και t, 
για να βρούμε, 

∫=−
t
t

ssbstyttyt
0

d)()()()()()( 00 μμμ  

 [ ]∫+=⇒
t
t

ssbstyt
t

ty
0

d)()()()(
)(

1)( 00 μμ
μ

 (1.14)

Παρατηρήσεις:  Η συνάρτηση { }∫= ttat d)(exp)(μ  καλείται παράγοντας ολοκλήρωσης της μη 
ομογενούς εξίσωσης, επειδή μετά τον πολλαπλασιασμό και των δύο μελών της με τη μ(t) μπορούμε 
αμέσως να ολοκληρώσουμε την εξίσωση και να βρούμε όλες τις λύσεις. 

Ο αναγνώστης δεν θα πρέπει να απoστηθίσει τους τύπους (1.13) και (1.14).  Όλες οι μη ομογενείς 
εξισώσεις θα λύνονται πολλαπλασιάζοντας πρώτα και τα δύο μέλη με την μ(t), γράφοντας μετά το 
αριστερό μέλος σαν παράγωγο της μ(t)y(t) και τέλος ολοκληρώνοντας και τα δύο μέλη της εξίσω-
σης. 
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Ένας εναλλακτικός τρόπος για να λύσουμε το πρόβλημα αρχικής τιμής είναι να βρούμε την γενική 
λύση (1.13) της (1.5) και μετά να χρησιμοποιήσουμε την αρχική συνθήκη y(t0)=y0 για να βρούμε 
την σταθερά c.  Αν όμως η συνάρτηση μ(t)b(t) δεν ολοκληρώνεται ευθέως, τότε πρέπει να πάρουμε 
το ορισμένο ολοκλήρωμα της (1.12) που δίνει την (1.14), η οποία μπορεί να προσεγγισθεί αριθμη-
τικά. 

Παράδειγμα 1.5  Να βρεθεί η γενική λύση της εξίσωσης ttty
t
ty

=− )(2)(d . 
d

Λύση: Εδώ a(t)=−2t, άρα ο παράγοντας ολοκλήρωσης, 

{ } { } 2
d2expd)(exp)( tettttat −=−== ∫∫μ  

Πολλαπλασιάζοντας και τα δύο μέλη με μ(t), έχουμε την ισοδύναμη εξίσωση, 

tetye
t

tetty
t
tye

tt

tt

22

22

)(
d
d

)(2
d

)(d

−−

−−

=⇒

=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ −

 

2

22

2
1

2
1

)(

)(

d)(

t

tt

tt

cety

cetye

cttetye

+−=⇒

+−=⇒

+=⇒

−−

−− ∫
22
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Παράδειγμα 1.6  Να βρεθεί η λύση του προβλήματος αρχικής τιμής, 

ttty
t
ty

=+ )(2
d

)(d , y(1)=2. 

Λύση: Εδώ a(t)=2t, άρα, 

{ } { } 2
d2expd)(exp)( tettttat === ∫∫μ  

Πολλαπλασιάζοντας και τα δύο μέλη της εξίσωσης με μ(t), έχουμε, 

tetye
t

tetty
t
tye

tt

tt

22

22

)(
d
d

)(2
d

)(d

=⇒

=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ −

 

Άρα, 

©  
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( )
2

22

22

22

1
2
3

2
1

2
1

1
2
1

1

11 d
d

)(

2)(

)(

dd)(

t

tt

t
s

t
s

t sst
s

ety

eeetye

esye

ssessye

−+=⇒

−=−⇒

=⇒

=⇒ ∫∫

 

Παράδειγμα 1.7  Να βρεθεί η λύση του προβλήματος αρχικής τιμής, 

21
1)(

d
)(d

t
ty

t
ty

+
=+ , y(2)=3. 

Λύση: Εδώ a(t)=1, άρα, { } { } tetttat === ∫∫ d1expd)(exp)(μ .  Πολλαπλασιάζοντας 
και τα δύο μέλη με μ(t), έχουμε, 

2

2

1
)(

d
d

1
)(

d
)(d

t
etye

t

t
ety

t
tye

t
t

t
t

+
=⇒

+
=

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ +

 

Ολοκληρώνοντας μεταξύ 2, t, 
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⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

+
+=⇒

+
=−⇒

+
=⇒

∫

∫

∫∫

− t s
t

t s
t

t s
st

s

s
s

eeety

s
s

eetye

s
s

essye

2 2
2

2 2
2

2 22 d
d

d
1

3)(

d
1

3)(

d
1

d)(

 

1.3 Χωριζόμενες εξισώσεις 

Λύσαμε την ομογενή, γραμμική, διαφορική εξίσωση πρώτης τάξεως, 

 0)()(
d

)(d
=+ tyta

t
ty  (1.6)

διαιρώντας και τα δύο μέλη με y(t), για να πάρουμε την ισοδύναμη εξίσωση,  
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. Πουλιέ)(
d

)(d
)(

1 ta
t
ty

ty
−=  

ή, )()(ln
d
d taty
t

−=  (1.7)

Κατόπιν ολοκληρώσαμε και τα δύο μέρη της (1.7) για να βρούμε την y(t).  M’ έναν 
ακριβώς ανάλογο τρόπο, μπορούμε να λύσουμε την πιο γενική διαφορική εξίσωση, 

 )(
)(

d
)(d

yf
tg

t
ty
=  (1.15)

όπου f και g είναι συνεχείς συναρτήσεις των y και t αντίστοιχα.  Η εξίσωση  αυτή, 
όπως και κάθε άλλη εξίσωση που μπορεί να τεθεί σ’ αυτή τη μορφή, καλείται χωρι-
ζόμενη.   Για να λύσουμε την (1.15), πολλαπλασιάζουμε πρώτα και τα δύο μέλη με 
f(y) για να πάρουμε την ισοδύναμη εξίσωση, 

 )(
d

)(d)( tg
t
tyyf =  (1.16)

Μετά, παρατηρούμε ότι η (1.16) μπορεί να γραφτεί σαν, 
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 ( ) )(
d
d tgyF
t

=  (1.17)

όπου F(y) είναι κάποια αντιπαράγωγος της f(y), δηλαδή .  Επομέ-
νως, 

∫= yyfyF d)()(

 cttgyF += ∫ d)()(  (1.18)

όπου c είναι η σταθερά της ολοκλήρωσης.  Λύνοντας την (1.18) ως προς y(t), βρί-
σκουμε την γενική λύση της (1.15). 

Παράδειγμα 1.8  Να βρεθεί η γενική λύση της εξίσωσης 2

2

d
)(d

y
t

t
ty
= . 

Λύση: Πολλαπλασιάζοντας και τα δύο μέλη με y2, έχουμε, 
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22

d
)(d t

t
tyy =  

ή, 

( ) 23
3
1 )(

d
d tty
t

=  

( ) 3
1

2
3

133

)(

d)(

ctty

ctttty

+=⇒

+==⇒ ∫ 31231

 

Παράδειγμα 1.9  Να βρεθεί η γενική λύση της εξίσωσης 0
d
d 3 =−− tt

t
ye y . 

Λύση: Η εξίσωση αυτή μπορεί να γραφτεί, 

3

d
d tte
t

y +=  

Άρα,      

ctte ty ++= 42)(

4
1

2
1  
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Παίρνοντας λογαρίθμους, 

( )cttty ++= 4
4
12

2
1ln)(  

 
Επιπλέον της διαφορικής εξίσωσης (1.15), θα υπάρχουν επίσης αρχικές συνθήκες της 
μορφής y(t0)=y0.  Η διαφορική εξίσωση (1.15) μαζί με την αρχική της συνθήκη 
y(t0)=y0 καλείται πρόβλημα αρχικής τιμής.  Μπορούμε να λύσουμε το πρόβλημα αυ-
τό με δύο διαφορετικούς τρόπους: ή να χρησιμοποιήσουμε την αρχική συνθήκη για 
να βρούμε την σταθερά c της (1.18) ή να ολοκληρώσουμε και τα δύο μέρη της (1.17) 
μεταξύ t0 και t για να πάρουμε, 

 ( ) ∫=− t
t ssgyFtyF
0

d)()()( 0  (1.19)

Τώρα, αν παρατηρήσουμε ότι, 

© Α. Πουλιέζος 
 

 ( ) ∫=− y
y rrfyFtyF

0
d)()()( 0  (1.20)

μπορούμε να γράψουμε την (1.19) στην απλούστερη μορφή, 

 ∫∫ = t
t

y
y ssyrrf

00
d)(d)(  (1.21)

Παράδειγμα 1.10  Να λυθεί το πρόβλημα αρχικής τιμής 1)1(,0)(
d
d 3 ==+− ytt

t
ye y . 

Λύση  (1η μέθοδος): Απο το Παράδειγμα (1.9) ξέρουμε ότι η γενική λύση είναι, 

( )cttty ++= 4
4
12

2
1ln)(  

Αντικαθιστώντας τις αρχικές συνθήκες t=1,  y=1⇒1=ln(3/4+c)⇒c=e−3/4.   Άρα, 

( )4
34

4
12

2
1ln)( −++= ttety  

2η μέθοδος: Από την (1.21), 

∫∫ += ty r sssre 1
3

1 d)(d  
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4242 −−+=−⇒ ttee 114121y  

( )442ln)( −++=⇒ ttety 34121  

Παράδειγμα 1.11  Να λυθεί το πρόβλημα αρχικής τιμής, .0)0(,1
d
d 2 =+= yy

t
y  

Λύση: Διαιρούμε και τα δύο μέλη με 1+y2 για να πάρουμε την ισοδύναμη εξίσωση, 

1
d
d

1
1

2 =
+ t

y
y

 

Από την (1.21), 

tytys
r
r ty εφτοξεφd

1
d

00 2 =⇒=⇒=
+

∫∫  

Η λύση αυτή, έχει την ανησυχητική ιδιότητα ότι πηγαίνει στο ±∞, όταν t→±π/2.   

© Α. Πουλιέζος 
 

Το γεγονός αυτό δεν είναι καθόλου προφανές ούτε από την ίδια την διαφορική εξί-
σωση ούτε από την αρχική της συνθήκη.  Συμβαίνει όμως οι λύσεις μερικών καθ’ 
όλα «ωραίων» διαφορικών εξισώσεων να πηγαίνουν στο άπειρο σε πεπερασμένο 
χρόνο.  Στις περιπτώσεις αυτές οι λύσεις συνήθως ισχύουν για ένα πεπερασμένο α-
νοιχτό διάστημα α<t<b.  Ακόμη, όπως θα δούμε παρακάτω, διαφορετικές λύσεις της 
ίδιας διαφορικής εξίσωσης συνήθως πηγαίνουν στο άπειρο σε διαφορετικές χρονικές 
στιγμές. 

Παράδειγμα 1.12  Να λυθεί το πρόβλημα αρχικής τιμής, .1)0(,1
d
d 2 =+= yy

t
y  

Λύση: Από την (1.21), 

∫ ∫=
+

y t sr
r1 02 dd

1
1  

Επομένως, 

)4/πεφ(1τοξεφτοξεφ +=⇒=− tyty  

Η λύση αυτή ισχύει στο ανοιχτό διάστημα −3π<t<π/4.  
Παράδειγμα 1.13  Να βρεθεί η λύση του προβλήματος αρχικής τιμής, 
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( ) 1)0(,0ημ1
d
d 2 ==++ yty

t
yy . 

Λύση: Διαιρώντας και τα δύο μέλη της διαφορικής εξίσωσης με 1+y2, παίρνουμε, 

t
t
y

y
y ημ

d
d

1 2 −=
+

 

Επομένως, 

∫ ∫ −=
+

y t s
r
rr

1 02 dημ
1

d  

( ) 1συν2ln
2
11ln

2
1 2 −−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+⇒ ty  

Λύνοντας ως προς y(t): 

© Α. Πουλιέζος 
2/1

2/ημ4 12)(
2

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −±= − tety  

 
Επειδή το y(0) είναι θετικό, διαλέγουμε τη θετική ρίζα.   Άρα, 

2/1
2/ημ4 12)(

2
⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −= − tety  

Η λύση αυτή ισχύει, αν , ή   12 2/ημ4 2
≥− te

   22/ημ4 2
≤te  (1.22)

Επειδή η λογαριθμική συνάρτηση αυξάνει μονοτονικά, μπορούμε να πάρουμε τους 
λογαρίθμους και των δύο μελών της (1.22): 

4ημ2 t/2 ≤ ln2 

ή,   
2

2lnημτοξ
2
≤

t  

Επομένως, η y(t) ορίζεται στο ανοιχτό διάστημα (−α, α), όπου [ ]ln2/2ημτοξ2=a . 
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Εδώ, φαίνεται ν' αντιμεπωτίζουμε μία καινούργια δυσκολία που σχετίζεται με τις μη 
γραμμικές εξισώσεις, αφού η y(t) «εξαφανίζεται» όταν t=±α και δεν πηγαίνει  απλώς 
στο άπειρο.  Όμως, η φαινομενική αυτή δυσκολία μπορεί να εξηγηθεί αρκετά εύκολα 
και ακόμη περισσότερο μπορεί να προβλεφθεί, αν γράψουμε την διαφορική εξίσωση 
στην κανονική μορφή, 

y
ty

t
y ημ)1(

d
d 2+

−=  

Παρατηρούμε ότι η διαφορική εξίσωση δεν ορίζεται όταν y(t)=0.  Άρα, αν κάποια 
λύση y(t) έχει την τιμή μηδέν σε κάποιο χρόνο t=t*, τότε δεν θα πρέπει να περιμέ-
νουμε ότι θα ορίζεται για t>t*.  Αυτό ακριβώς συμβαίνει και στο παράδειγμα μας, 
αφού y(±α)=0. 

Παράδειγμα 1.14  Να λυθεί το πρόβλημα αρχικής τιμής t
t
ye y συν

d
d)1( =+ , 

y(π/2)=3. 
Λύση: Από την (1.21), 

©  
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teey

ssre
y

y tr

ημ2

dσυνd)1(
3

3 2/

++=+⇒

=+∫ ∫π  

Η εξίσωση αυτή δεν μπορεί να λυθεί ως προς y αναλυτικά.  Είναι δε γεγονός ότι οι 
περισσότερες χωριζόμενες εξισώσεις δεν μπορούν να δώσουν αναλυτική λύση για 
την y(t).  Αυτό όμως δεν δημιουργεί προβλήματα στην πράξη, αφού μπορούμε πάντα 
να βρούμε την y(t) με αριθμητικές μεθόδους. 

Παράδειγμα 1.15  Να βρεθούν όλες οι λύσεις της διαφορικής εξίσωσης 
y
t

t
y

−=
d
d . 

Λύση: Πολλαπλασιάζοντας και τα δύο μέλη με y, παίρνουμε: 

t
t
yy −=

d
d  

άρα, 

 222 cty =+  (1.23)

Οι καμπύλες που ορίζονται από την (1.23) είναι κλειστές και δεν μπορούμε να λύ-
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σουμε ως προς y μονοσήμαντα.  Ο λόγος γι’ αυτή τη δυσκολία είναι ότι η διαφορική 
εξίσωση δεν ορίζεται για y=0.  Παρ’ όλα αυτά οι κύκλοι (1.23) ορίζονται ακόμη κι 
όταν y=0.  Καλούμε τους κύκλους (1.23) καμπύλες λύσεων  της διαφορικής εξίσω-

σης t
t
yy −=

d
d . 

1.4 Ομογενείς εξισώσεις 

Αν μία διαφορική εξίσωση μπορεί να γραφτεί στη μορφή, 

 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

t
yf

t
y

d
d  (1.24)

καλείται ομογενής.  Δηλαδή η παράγωγος dy/dt είναι συνάρτηση τους λόγου y/t.  
Μια εξίσωση τέτοιου τύπου μπορεί να μετασχηματισθεί σε χωριζόμενη εξίσωση, αν 
κάνουμε την αντικατάσταση: 

 y=vt (1.25)
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Τότε, 

)(
d
d

d
d vfv

t
vt

t
y

=+=  

ή, tt
v

tt
v

vvft
vvf

t
v 1

d
d1

d
d

)(
1)(

d
d

=⇒=
−

⇒
−

=  

 ∫ +=
−

⇒+=⇒ ct
vvf

vety ln
)(

dln  (1.26)

όπου ως συνήθως η σταθερά της ολοκλήρωσης c, υπολογίζεται από τις αρχικές  συν-
θήκες. 

Παράδειγμα 1.16  Να λυθεί η διαφορική εξίσωση 4/π)1(,2ημ
d
d

=+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= y

t
y

t
y

t
y . 

Λύση: Θέτοντας y=vt, παίρνουμε, 

vvv
t
vt +=+ )2(ημ

d
d

∫ +=⇒ ct
v

v ln
2ημ

d  
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ή, ctv += ln)εφln(
2
1  

Θέτοντας v=y/t, 

ct
t
y

+=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ lnεφln

2
1  

Οι αρχικές συνθήκες δίνουν, 

0
4
πεφln

2
1

==⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ c t

t
y lnεφln

2
1

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⇒  

Άρα, 

2εφ t
t
y
= )(εφ 21 tty −=⇒  
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1.5 Εξισώσεις που ανάγονται σε ομογενή μορφή 

Η διαφορική εξίσωση, 

 
111d

d
cybta
cbyat

t
y

++
++

=  (1.27)

όπου α, b, c, α1, b1, c1 είναι σταθερές, μπορεί να αναχθεί στην ομογενή μορφή (1.24) 
με τον μετασχηματισμό, 

 t=T+h,  y=Y+k (1.28)

Αντικαθιστώντας τις (1.28) στην (1.27) παίρνουμε, 

 )(
)(

d
d

11111 ckbhaYbTa
cbkahbYaT

T
Y

++++
++++

=  (1.29)

Αν οι σταθερές h, k επιλεγούν έτσι ώστε το σύστημα των εξισώσεων, 

αh+bk+c=0 
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α1h+b1k+c1=0 

να έχει λύση, τότε η (1.29) είναι ομογενής και μπορεί να λυθεί με την προηγούμενη 
μέθοδο.  Για να συμβεί αυτό, 

 baabacca
k

cbbc
h

111111

1
−

=
−

=
−

 (1.30)

Προφανώς, αν αb1=α1b για κάποιο συγκεκριμένο πρόβλημα, η μέθοδος μας δεν οδη-
γεί στη λύση.  Στην περίπτωση αυτή όμως μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε τον με-
τασχηματισμό z=αt+by αντί του (1.28).  Αν η (1.30) ισχύει, η (1.29) γίνεται, 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

+

+
=

+
+

=
T
Yf

T
Yba

T
Yba

YbTa
bYaT

T
Y

11
11d

d  

που είναι ομογενής. 
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Παράδειγμα 1.17  Να λυθεί το πρόβλημα αρχικής τιμής 
2
1

d
d

+−
++

=
yt
yt

t
y , y(−0,5)=0,5.   

Λύση:  Αντικαθιστώντας t=T+h, y=Y+k, παίρνουμε, 

)2(
)1(

d
d

+−+−
++++

=
khYT
khYT

T
Y  

Για να βρούμε τις σταθερές h, k λύνουμε το σύστημα των εξισώσεων, 

h+k+1=0 
h−k+2=0 

που δίνει h=−1,5, k=0,5. 
Άρα, πρέπει να λύσουμε την, 

T
Y
T
Y

YT
YT

T
Y

−

+
=

−
+

=
1

1

d
d  
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Θέτοντας 
T
Yv =  παίρνουμε, 

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −
−
+

= v
v
v

T
vT

1
1

d
d  

ή, cT
v

vv
==

+
−

∫ ln
1

d)1(
2  

Αντικαθιστώντας Τ=x−h=x+3/2, 

2/3
2/1

+
−

=
−
−

==
t
y

ht
ky

T
Yv  

παίρνουμε, 

[ ] cyt
t
y

+−++=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

+
−− 2

2
12

2
3

2
11 )()(ln

32
12εφ  
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Θέτοντας την οριακή συνθήκη, έχουμε τελικά (c=0), 

[ ]2
2
12

2
3

2
11 )()(ln

32
12εφ −++=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

+
−− yt

t
y  

Παράδειγμα 1.18  Να λυθεί η διαφορική εξίσωση 
yt

yt
t
y

−
+−

=
1

d
d . 

Λύση: Εδώ, αb1=α1b=−1, γι’ αυτό χρησιμοποιούμε το μετασχηματισμό, 
z=αt+by=t−y.  Άρα,   

z
z

t
z +
=−

1
d
d1

zt
z 1

d
d

−=⇒  

ctz

tzz

+−=⇒

−=⇒ ∫ ∫
2

dd
2

 

ή, (t−y)2=−2t+c 

1.6 Ακριβείς εξισώσεις και γιατί δεν μπορούμε να λύσουμε πά-
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ρα πολλές διαφορικές εξισώσεις 

Όταν αρχίσαμε την σπουδή μας πάνω στις διαφορικές εξισώσεις, η μοναδική εξίσω-
ση που μπορούσαμε να λύσουμε ήταν η, 

)(
d
d tg

t
y
=  

Κατόπιν μεγαλώσαμε το ρεπερτόριο μας, συμπεριλαμβάνοντας όλες τις γραμμικές 
και χωριζόμενες εξισώσεις.  Πιο γενικά, μπορούμε να λύσουμε όλες τις διαφορικές 
εξισώσεις που είναι, ή μπορούν να τεθούν στη μορφή, 

 ( ) 0),(
d
d

=ytφ
t

 (1.31)

για κάποια συνάρτηση φ(t, y), αφού ολοκληρώνοντας και τα δύο μέλη της (1.31) 
παίρνουμε, 

© Α. Πουλιέζος 
 φ(t, y)=σταθερά (1.32)

και κατόπιν λύνουμε ως προς t για να βρούμε την y(t). 

 Παράδειγμα 1.19  Η εξίσωση 0
d
d)(συν)(συν1 =++++

t
yytyt  μπορεί να γραφτεί,  

[ ] 0)ημ(
d
d

=++ ytt
t

 

Άρα,  

φ(t, y)=t+ημ(t+y)=c⇒y=−t+τοξημ(c−t) 

Παράδειγμα 1.20  Η εξίσωση [ ] 0
d
d)(συν1)(συν =++++

t
yytyt  γράφεται, 

[ ] 0)(ημ
d
d

=++ yty
t

 

 
Άρα, 
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φ(t, y)=y+ημ(t+y)=c 

Η λύση πρέπει να δοθεί στη μορφή αυτή, αφού δεν μπορούμε να λύσουμε ως προς t 
αναλυτικά. 
Η εξίσωση (1.31) είναι φανερά η πιο γενική μορφή διαφορικής εξίσωσης πρώτης τά-
ξεως που μπορούμε να λύσουμε.  Γι’ αυτό είναι σημαντικό να μπορούμε να ξεχωρί-
ζουμε πότε μία διαφορική εξίσωση μπορεί να τεθεί στην μορφή αυτή.  Για να βρούμε 
όλες τις διαφορικές εξισώσεις που μπορούν να τεθούν στη μορφή (1.31), παρατη-
ρούμε ότι από τον κανόνα της αλυσιδωτής παραγώγισης, 

( )
t
y

yt
t

t
tyt

t d
d

d
d)(,

d
d

∂
∂

+
∂
∂

=
φφφ  

Άρα η διαφορική εξίσωση 0
d
d),(),( =+

t
yytNytM  μπορεί να γραφτεί στη μορφή, 

0),(
d
d

=ytφ
t

αν και μόνον αν υπάρχει συνάρτηση φ(t, y) τέτοια που να ισχύει, 
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y
ytN

t
ytM

∂
∂

=

∂
∂

=

φ

φ

),(

),(
 (1.33)

Η διαπίστωση αυτή μας οδηγεί στην ακόλουθη ερώτηση: αν μας δοθούν δύο συναρ-
τήσεις M(t, y), N(t, y) υπάρχει κάποια συνάρτηση φ(t, y) τέτοια, που να ισχύουν οι 
(1.33);  Δυστυχώς η απάντηση στην ερώτηση αυτή είναι σχεδόν πάντα όχι, όπως δεί-
χνει και το ακόλουθο θεώρημα, που παραθέτουμε χωρίς απόδειξη. 
Θεώρημα 1.1  Έστω ότι οι συναρτήσεις Μ(t, y) και Ν(t, y) είναι συνεχείς και έχουν 
συνεχείς μερικές παραγώγους ως προς t και y στο ορθογώνιο που ορίζεται από τα 
σημεία (t, y), α<t<b, c<y<d.   Τότε, υπάρχει συνάρτηση φ(t, y), τέτοια που να ι-
σχύει: 

y
ytN

t
ytM

∂
∂

=
∂
∂

=
φφ ),(,),(  

αν και μόνον αν, 

t
N

y
M

∂
∂

=
∂
∂  
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Στη περίπτωση αυτή, 

∫ ∫ ∫ ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂

∂
−+= yt

y
ytMytNtytMyt dd),(),(d),(),(φ  

Ορισμός 1.3  Η διαφορική εξίσωση, 

 0
d
d),(),( =+

t
yytNytM  (1.34)

καλείται ακριβής αν 
t
N

y
M

∂
∂

=
∂
∂ . 

Παρατήρηση: Συνηθίζεται να λέγεται ότι η λύση μίας ακριβούς διαφορικής εξίσωσης δίνεται από 
την σχέση φ(t, y)=σταθερά.  Αυτό που πραγματικά εννοούμε είναι ότι η εξίσωση φ(t,y)=c  πρέπει 
να λυθεί ως προς y σαν συνάρτηση των t, c.  Δυστυχώς, οι πιο πολλές από τις ακριβείς διαφορικές 
εξισώσεις δεν μπορούν να λυθούν αναλυτικά ως προς y, μπορούμε όμως να βρούμε προσεγγιστικές 
λύσεις οποιασδήποτε επιθυμητής ακρίβειας, με την χρήση αριθμητικών μεθόδων. 

Για να λύσουμε μία ακριβή διαφορική εξίσωση, μπορούμε να σκεφτούμε ως εξής: 
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Από το Θεώρημα 1.1, αν
y

ytN
∂
∂φ , τότε αναγκαστικά ),( =

∫ += )(d),(),( tkyytNytφ  

όπου k(t) κάποια συνάρτηση του t.  Επειδή, 

∫ +
∂

∂
=

∂
∂

=
t
tky

t
ytN

t
ytM

d
)(dd),(),( φ  

προκύπτει ότι, 

∫ ∂
∂

−= y
t

ytNytM
t
tk d),(),(

d
)(d  

Εναλλακτικά, από τις εξισώσεις (1.33) προκύπτει ότι, 

∫ += )(d),(),( yhtytMytφ  

και, 
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∫ += )(d),(),( tkyytNytφ  

Συνήθως, μπορούμε να υπολογίσουμε τα h(y), k(t) με απλή παρατήρηση. 
Παράδειγμα 1.21  Να βρεθεί η γενική λύση της διαφορικής εξίσωσης  

0
d
d)συν3(3 =+++

t
yytey t . 

Λύση: Εδώ,  Μ(t, y)=3y+et, N(t, y)=3t+συνy.  Η εξίσωση αυτή είναι ακριβής  αφού, 

3=
∂
∂

=
∂
∂

t
N

y
M .  Άρα, υπάρχει συνάρτηση φ(t, y) τέτοια που να ισχύει, 

 tey
t

+=
∂
∂ 3φ  (1.35)

 yt
y

συν3 +=
∂
∂φ  (1.36)
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(1) Aπό την (1.35) ⇒  ∫ ++=++= )(3)(d)3(),( yheytyhteyty ttφ

Από την (1.36) yeyht
y

t συν)(3 +=′+=
∂
∂φ , yyhy

y
h ημ)(συν

d
d

=⇒=  

(2) Aπό την (1.36), φ(t, y)=ημy+3ty+k(t).  Παραγωγίζοντας ως προς t, η (1.36) 
μας δίνει, 3y+k '(t)=3y+et.  Άρα, k(t)=et και φ(t, y)=et+3ty+ημy. 

Η γενική λύση της διαφορικής εξίσωσης  δίνεται από τη σχέση, 

et+3ty+ημy=c 

η οποία όμως δεν μας επιτρέπει να εκφράσουμε την y(t) αναλυτικά. 
(3)  Εναλλακτικά, από τις (1.35), (1.36), 

φ(t, y)=et+3ty+h(y) 

και φ(t, y)=ημy+3ty+k(t) 

Συγκρίνοντας τις δύο αυτές σχέσεις που ισχύουν για την ίδια συνάρτηση, φ(t, y), εί-
ναι προφανές ότι, h(y)=ημy, k(t)=et.  Άρα, φ(t, y)=et+3ty+ημy. 
Παράδειγμα 1.22  Να βρεθεί η λύση στο πρόβλημα αρχικής τιμής, 
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1)2(,0
d
d)128(83 22322 ==++++ y

t
yyytttyyt . 

Λύση: 

(1) Από την (1.35), 22 83 tyyt
t

+=
∂
∂φ  

∫ ++=++=⇒ )(4)(d)83(),( 22322 yhytytyhttyytytφ  

Από την (1.36), 22323 128
d
d8 yytt

y
hytt

y
++=++=

∂
∂φ  

32 4)(12
d
d yyhy

y
h

=⇒=⇒  

και φ(t, y)=t3y+4t2y2+4y3 
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(2) Από την (1.36), φ(t, y)=t3y+4t2y2+4y3+k(t).  Παραγωγίζοντας ως προς t, 

2222 83
d

)(d83 tyyt
t
tktyyt +=++  

Άρα, k(t)=0 και φ(t,y)=t3y+4t2y2+4y3=c.  Η σταθερά c δίνεται από την φ(2, 
1)=28. 
(3) Εναλλακτικά, από τις (1.35), (1.36), 

φ(t, y)=t3y+4t2y2+h(y) 

και, φ(t, y)=t3y+4t2y2+4y3+k(t) 

Συγκρίνοντας, βλέπουμε ότι h(y)=4y3, k(t)=0. 
Παρατήρηση: Στις περισσότερες περιπτώσεις η δεύτερη μέθοδος είναι η απλούστερη.  Αν όμως 
είναι ευκολότερο να ολοκληρώσουμε την Μ ως προς t από ότι την Ν ως προς y, θα χρησιμοποιή-
σουμε την πρώτη και αντίστροφα. 

Παράδειγμα 1.23   Να βρεθεί η λύση στο πρόβλημα αρχικής τιμής, 

1)0(,0
d
d)2(24 443 ==++++ +++ y

t
yyettetet ytytyt . 
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Λύση: Η εξίσωση είναι ακριβής, αφού, 

)2()4()24( 43443 yet
t

etttetet
y

ytytytyt +
∂
∂

=+=++
∂
∂ ++++  

Άρα, υπάρχει συνάρτηση φ(t, y), τέτοια ώστε, 

(i) 
t

tetet ytyt

∂
∂

=++ ++ φ24 43  

(ii) 
y

yet yt

∂
∂

=++ φ24  

Σύμφωνα με την παρατήρησή μας, χρησιμοποιούμε τη δεύτερη μέθοδο.  Απο την (ii), 
φ(t, y)=t4et+y+y2+k(t).  Παραγωγίζοντας ως προς t, και χρησιμοποιώντας την (i), 

tetettkett ytytyt 24)()4( 4334 ++=′++ +++  

Άρα, k′(t)=2t, k(t)=t2,  και η γενική λύση είναι: 

© Α. Πουλιέζος φ(t, y)=t4et+y+y2+t2=c, φ(0, 1)=1=c 

 Άρα, η λύση του προβλήματος αρχικής τιμής δίνεται από τη σχέση: 

t4et+y+t2+y2=1 

 
Έστω τώρα ότι μας δίνεται η διαφορική εξίσωση, 

 0
d
d),(),( =+

t
yytNytM  (1.34)

που δεν είναι ακριβής.  Μπορούμε να την κάνουμε ακριβή;  Ειδικότερα, μπορούμε  
να βρούμε μία συνάρτηση μ(t, y) τέτοια ώστε η ισοδύναμη διαφορική εξίσωση, 

 0
d
d),(),(),(),( =+

t
yytNytytMyt μμ  (1.37)

να είναι ακριβής;  Η ερώτηση αυτή είναι απλή να απαντηθεί κατά κανόνα.  Η συνθή-
κη για να είναι η (1.37) ακριβής είναι: 
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( ) ( )),(),(),(),( ytNyt
t

ytMyt
y

μμ
∂
∂

=
∂
∂  

ή t
N

t
N

y
M

y
M

∂
∂

+
∂
∂

=
∂
∂

+
∂
∂ μμμμ  (1.38)

(όπου έχουμε παραλείψει τις ανεξάρτητες μεταβλητές t, y για απλούστευση).  Άρα, η 
εξίσωση (1.37) είναι ακριβής αν και μόνο αν η μ(t, y) ικανοποιεί την (1.38). 
Ορισμός 1.4  Η συνάρτηση μ(t, y) που ικανοποιεί την (1.38) καλείται  παράγοντας 
ολοκλήρωσης της διαφορικής εξίσωσης (1.34). 
Η συνάρτηση μ(t, y) καλείται παράγοντας ολοκλήρωσης, γιατί αν η μ(t, y) ικανοποιεί 
την (1.38), τότε μπορούμε να γράψουμε την (1.37) στη μορφή,  

0),(
d
d

=yt
t
φ  
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που μπορεί στη συνέχεια να ολοκληρωθεί για να μας δώσει την λύση φ(t, y)=c.  
Δυστυχώς υπάρχουν μόνο δύο ειδικές περιπτώσεις που δίνουν αναλυτικές λύσεις της 
(1.38).  Αυτό συμβαίνει όταν ο παράγοντας ολοκλήρωσης της διαφορικής εξίσωσης   
(1.34) είναι συνάρτηση μόνο του t ή συνάρτηση μόνο του y.  Στην πρώτη περίπτωση 
παρατηρούμε ότι, η (1.38) γίνεται, 

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂
∂

=
∂
∂

t
N

y
M

t
N μμ μμ

N
t
N

y
M

t
∂
∂

−
∂
∂

=⇒
d
d  

Η εξίσωση αυτή όμως δεν μας οδηγεί πουθενά εκτός αν η παράσταση, 

 
N

t
N

y
M

∂
∂

−
∂
∂

 (1.39)

είναι συνάρτηση μόνο του t, δηλαδή, 

)(tR
N

t
N

y
M

=∂
∂

−
∂
∂
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Στην περίπτωση αυτή η, 

( )∫= ttRt d)(exp)(μ  

είναι ο παράγοντας ολοκλήρωσης για την (1.38). 
Στην δεύτερη περίπτωση που η μ(t, y) είναι συνάρτηση μόνο του y, η (1.38) γίνεται, 

t
N

y
M

y
M

∂
∂

=
∂
∂

+
∂

μμμd μμ
⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡
∂
∂−

∂
∂=⇒

y
M

t
N

My
1

d
d  

Η παράσταση αυτή δεν έχει νόημα εκτός εάν, 

)(1 yQ
y
M

t
N

M
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
∂

−
∂
∂  

οπότε, 
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{ } ∫= yyQy d)(exp)(μ

 Παρατήρηση: Πρέπει να τονισθεί ότι η παράσταση (1.39) είναι σχεδόν πάντα συνάρτηση και του y 
και του t και μόνο για ειδικά ζευγάρια συναρτήσεων Μ(t, y) και Ν(t, y) είναι συνάρτηση μόνο του 
ενός.  Αυτός είναι o λόγος που δεν μπορούμε να λύσουμε πάρα πολλές διαφορικές εξισώσεις. 

Παράδειγμα 1.24  Να βρεθεί η γενική λύση της διαφορικής εξίσωσης,  

0
d
d)(2

2

2

=+++
t
yeyyey tt  

Λύση: Εδώ, Μ(t, y)=(y2/2)+2yet, N(t, y)=y+et. Η εξίσωση δεν είναι ακριβής, α-

φού tt e
t
Ney

y
M

=
∂
∂

≠+=
∂
∂ 2 .  Όμως, 

11
=

+
+

=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂
∂

t

t

ey
ey

t
N

y
M

N
 

Άρα, η εξίσωση έχει παράγοντα ολοκλήρωσης την ( ) tett == ∫ d1exp)(μ .  Αυτό ση-
μαίνει ότι η ισοδύναμη διαφορική εξίσωση,  
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0
d
d)(2

2
22

2

=+++
t
yeyeyeey tttt  

είναι ακριβής.  Άρα, υπάρχει συνάρτηση φ(t, y), τέτοια ώστε, 

(i) 
t

yeey tt

∂
∂

=+
φ2

2

2
2

 

(ii) 
y

eye tt

∂
∂

=+
φ2  

που σημαίνει, 

(i) )(
2

),( 2
2

yhyeeyyt tt ++=φ  

(ii) )(
2

),( 2 tkyeeyyt tt ++=φ
2

 

©  
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Άρα, h(y)=k(t)=0 και η γενική λύση της διαφορικής εξίσωσης   είναι, 

cyeeyyt tt =+= 2
2

2
),(φ  

Λύνοντας ως προς y, 

y(t)=−et±[e2 t+2ce− t]1/2 

Παράδειγμα 1.25  Χρησιμοποιήσετε τις μεθόδους της ενότητας αυτής, για να βρείτε 

την γενική λύση της γραμμικής εξίσωσης  )()(
d
d tbyta

t
y =+ . 

Λύση: Γράφουμε την εξίσωση στη μορφή ,0
d
d),(),( =+

t
yytNytM  όπου 

Μ(t,y)=a(t)y−b(t) και Ν(t, y)=1. 

Η εξίσωση αυτή δεν είναι ακριβής, αφού 0)( =
∂
∂

≠=
∂
∂

t
Nta

y
M .  Όμως, 

)(1 ta
t
N

y
M

N
=⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂
∂  
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Άρα, ( )∫= ttat d)(exp)(μ  είναι παράγοντας ολοκλήρωσης για την γραμμική εξίσωση 
πρώτης τάξεως.  Επομένως, υπάρχει συνάρτηση φ(t, y) τέτοια ώστε,  

(i) 
t

tbytat
∂
∂

=−
φμ )]()([)(  

(ii) 
y

t
∂
∂

=
φμ )(  

Από την (ii), φ(t, y)=μ(t)y+k(t) 
t
ky

tt d
d

d
d +=

∂
∂⇒ μφ . 

Από την (i) μ′(t)y+k′(t)=μ(t)a(t)y−μ(t)b(t).   

Αλλά μ′(t)=a(t)μ(t)⇒k′(t)=−μ(t)b(t).  Άρα και, . 
και η γενική λύση είναι, 

∫−= ttbtytyt d)()()(),( μμφ

∫ =− cttbtyt d)()()( μμ  
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που είναι η ίδια με αυτή που βρήκαμε στην Ενότητα 1.2. 

1.7 Εφαρμογές 

Α. Ηλεκτρικά κυκλώματα 

Τμήμα κάποιου ηλεκτρονικού κυκλώματος αποτελείται από ένα πυκνωτή C και αντί-
σταση R συνδεδεμένα εν σειρά, όπως φαίνεται και στο Σχ. 1.1. 

 

Α Β

Vo

Vi

R 
C 

 
Σχήμα 1.1 

Εάν εφαρμόσουμε μία τάση Vi μεταξύ των σημείων Α, Β ποιά θα είναι η συμπεριφο-
ρά της τάσης Vο; 
Για το ρεύμα που περνάει από την αντίσταση R, έχουμε, 
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R

VVi oi −=  (1.40)

ενώ για τον πυκνωτή, 

 
t

VCi o

d
d

=  (1.41)

Απαλείφοντας το ρεύμα i, μεταξύ των δύο εξισώσεων, 

t
VC

R
VV ooi

d
d

=
−  

 
CR
V

CR
V

t
V ioo =+⇒
d

d  (1.42)
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Η διαφορική εξίσωση  εξίσωση (1.42) είναι μία μη ομογενής γραμμική διαφορική ε-
ξίσωση  πρώτης τάξεως που μπορούμε να λύσουμε με την μέθοδο του παράγοντα 
ολοκλήρωσης.  Έχουμε λοιπόν: 

CRtet
CR

t /d1exp)( =
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧= ∫μ  

Επομένως, 

CR
VeVe

t
iCRt

o
CRt //

d
d

=  

ή 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ += ∫− Ate

CR
VeV CRtiCRt

o d//  

=e− t /CR{Vi et /CR+A}
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧−+=

CR
tAVi exp  

Για να υπολογίσουμε την σταθερά Α, υποθέτουμε ότι σε χρόνο t=0, το σύστημα είναι 
σε ηρεμία και άρα Vο(0)=0.  Άρα, 0=Vi+A ⇒ A=−Vi.  Τελικά, 
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 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧−−=

CR
tVV io exp1  (1.43)

Η (1.43) μας δίνει την απόκριση του συστήματος για διάφορα είδη εισόδων Vi.  Αν 
υποθέσουμε ότι Vi=1, η (1.43) γίνεται, 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧−−=

CR
tVo exp1  

και η γραφική της παράσταση φαίνεται στο Σχ. 1.2. 
 1 vi(t) 

© Α. Πουλιέζος 
 

0.6

0.7

0.8

0.9

0 1 1.5 2 2.5
0 

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1 vi(t) 
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Σχήμα 1.2 

Βλέπουμε ότι η τάση Vο αυξάνεται εκθετικά και πλησιάζει ασυμπτωτικά την τιμή της 
τάσης εισόδου Vi.  Μπορούμε επίσης να επισημάνουμε κάποια φυσική σημασία στην 
σταθερά CR.  Παρατηρούμε ότι στον χρόνο t=CR,  

Vο=1−e−1=0,632  

δηλαδή μετά από διάστημα CR η απόκριση έχει φθάσει στο 63,2% της τάσης εισόδου 
Vi.  Άρα, η σταθερά CR είναι κάποιο μέτρο της ταχύτητας με την οποία αντιδρά το 
σύστημα σε κάποια είσοδο, και γι’ αυτό καλείται χρονική σταθερά του συστήματος.  
Επίσης, συστήματα που ικανοποιούν την διαφορική εξίσωση  (1.42) καλούνται συ-
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στήματα εκθετικής καθυστέρησης. 

Β. Ένα πρόβλημα απόρριψης πυρηνικών αποβλήτων 

Για αρκετά χρόνια η Επιτροπή Ατομικής Ενέργειας των Η.Π.Α. ξεφορτωνόταν τα 
συμπυκνωμένα ραδιενεργά απόβλητα, τοποθετώντάς τα σε καλά σφραγισμένα βαρέ-
λια τα οποία μετά έριχναν στην θάλασσα σε βάθος περίπου 300 ποδών (Εικ. 1.3). 
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Εικόνα 1.3 

Όταν ορισμένες ομάδες - οικολόγοι, επιστήμονες - ανησύχησαν για την μέθοδο αυτή, 
διαβεβαιώθηκαν από την Ε.Α.Ε.  ότι τα βαρέλια δεν θα παρουσιάζουν διαρροές.  Ε-
ξαντλητικές δοκιμές απόδειξαν ότι αυτό ήταν πράγματι σωστό.  Όμως, στη συνέχεια 
ορισμένοι επιστήμονες διερωτήθηκαν μήπως τα βαρέλια παρουσιάσουν ρωγμές κατά 
την πρόσκρουση στον πυθμένα του ωκεανού.  Η απάντηση της Ε.Α.Ε.  ήταν: «Ποτέ».  
«Αυτό θα το δούμε», ήταν η απάντηση των επιστημόνων, οι οποίοι στην συνέχεια 
πειραματιζόμενοι βρήκαν ότι τα βαρέλια θα ράγιζαν κατά την πρόσκρουση αν η τα-
χύτητά τους την στιγμή εκείνη ήταν μεγαλύτερη από 40 πόδια/δευτερόλεπτο.  Το 
πρόβλημα λοιπόν ανάγεται   στον υπολογισμό της ταχύτητας των βαρελιών κατά την 
πρόσκρουση.Ο δεύτερος νόμος του Νεύτωνα μας λέει ότι η επιτάχυνση ενός σώμα-
τος μάζας m είναι ανάλογη με την συνισταμένη δύναμη F που ενεργεί πάνω στο κέ-
ντρο βάρους του σώματος, δηλαδή, 

 F
mt

y 1
d
d

2

2

=  (1.44)

Η μάζα ενός σώματος συνδέεται με το βάρος του με τη σχέση, 

w=mg 

όπου g η επιτάχυνση εξαιτίας της βαρύτητας. 
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Τώρα κατά την κάθοδο του βαρελιού επενεργούν σ’ αυτό τρεις δυνάμεις: το βάρος 
του w, η δύναμη άνωσης Β και η αντίσταση του νερού D.  Χρησιμοποιώντας το Εγ-
γλέζικο σύστημα μέτρησης, τα μεγέθη των δυνάμεων αυτών είναι: (i) w=527,436 lb  
(ii) το μέγεθος της δύναμης άνωσης είναι ίσο με το βάρος του νερού που εκτοπίζεται 
από το βαρέλι, δηλαδή, Β=7,35 ft3×63,99 lb=470,327 lb (όγκος βαρελιού 7,35ft3, βά-
ρος 1 ft3 θαλασσινού νερού=63,99 lb).   (iii) Η αντίσταση του νερού είναι ανάλογη με 
την ταχύτητα του κινούμενου βαρελιού, D=cV.  Μετά από πειράματα, 

ft
)s()lb(08,0 VD =  

Ας θεωρήσουμε λοιπόν ότι y=0 στην επιφάνεια της θάλασσας, και ότι το y αυξάνει 
προς τα κάτω.  Τότε η w είναι θετική και οι Ε, D αρνητικές.  Άρα, από την (1.44), 

)()(1
d
d

2

2

cVBw
w
gcVBw

mt
y

−−=−−=  

Μπορούμε να ξαναγράψουμε αυτή την εξίσωση σαν πρώτης τάξεως, θέτοντας, 
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t
yV

d
d=  

Έτσι, 

)(
d
d Bw

w
gV

w
cg

t
V −=+  

Αρχικά, η ταχύτητα του βαρελιού είναι 0, άρα ικανοποιεί το πρόβλημα αρχικής τι-
μής, 

 0)0(,)(
d
d =−=+ VBw

w
gV

w
cg

t
V  (1.45)

που έχει λύση την, 

 [ ]twcge
c

BwtV )/(1)( −−−=  (1.46)

Η εξίσωση (1.46) μας δίνει την ταχύτητα σαν συνάρτηση του χρόνου.  Για να βρούμε 
την ταχύτητα πρόσκρουσης πρέπει να υπολογίσουμε τον χρόνο t της διάρκειας της 
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πτώσης.  Δυστυχώς από την (1.46) δεν μπορούμε να βρούμε τον χρόνο σαν συνάρτη-
ση της απόστασης y.  Επομένως από την (1.46) δεν μπορούμε να βρούμε την ταχύτη-
τα πρόσκρουσης.  Όμως η Ε.Α.Ε.  μπορεί να χρησιμοποιήσει την (1.46) για να προ-
σπαθήσει να αποδείξει ότι τα βαρέλια δεν θα ραγίσουν κατά την πρόσκρουση.  
Πραγματικά από την (1.46) παρατηρούμε ότι η V(t) είναι μονοτονικά αύξουσα συ-
νάρτηση του χρόνου με ασυμπτωτικό όριο, 

c
BwVT

−
=  

Η τιμή VT oνομάζεται τελική ταχύτητα του βαρελιού.  Προφανώς V(t)≤VT, επομένως 
η ταχύτητα πρόσκρουσης είναι σίγουρα μικρότερη από, 

ft/s86,713
08,0

327,470436,527
=

−
=

−
c

Bw  

που όμως είναι ανεπίτρεπτα μεγάλη. 
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Για να λύσουμε λοιπόν το πρόβλημα μας θα πρέπει να εκφράσουμε την ταχύτητα σαν 
συνάρτηση της απόστασης.  Η συνάρτηση v(y) είναι πολύ διαφορετική από την V(t) 
αλλά συνδέονται με την σχέση: 

V(t)=v(y(t)) 

αν εκφράσουμε την απόσταση σαν συνάρτηση χρόνου.  Παραγωγίζοντας αλυσιδωτά, 

t
y

y
v

t
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Επιπλέον, v(0)=v(y(0)=V(0)=0.  Άρα, 
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Τώρα, 

∫ ∫ ∫ −−
−

+
−−
−−

=
−−

v v v

crBw
r

c
Bwr

crBw
cBwr

crBw
rr

0 0 0

dd/)(d  

Bw
cvBw

c
Bw

c
v

crBw
r

c
Bwr

c
v v

−
−−−

−−=

−−
−

+−= ∫ ∫

ln

dd1

2

0 0
 

Επειδή, v<(w−g)/c, 
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−−= ln)(
2  (1.47)

Σ’ αυτό το σημείο θα έπρεπε να απογοητευτούμε, αφού δεν μπορούμε να βρούμε την 
ταχύτητα σαν συνάρτηση της απόστασης από την (1.47).  Χρησιμοποιώντας όμως 
αριθμητικές μεθόδους μπορούμε να υπολογίσουμε το v(300), αρκεί να βρούμε μία 
καλή αρχική προσέγγιση.  Την προσέγγιση αυτή βρίσκουμε ως εξής: θέτοντας c=0, 
στην διαφορική εξίσωση  που ικανοποιεί η v(y), παίρνουμε, 

 0)0(,
d
d

=−= uBw
y
uu

g
w  (1.48)

(όπου έχουμε αντικαταστήσει το v με το u για να αποφύγουμε την σύγχυση).  
Oλοκληρώνοντας την (1.48) κατευθείαν παίρνουμε, 

2/12

)(2)()(
2 ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ −=⇒−= yBw

w
gyuyBwu

g
w  

Ειδικότερα, 
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Ισχυριζόμαστε τώρα ότι η τιμή u(300) είναι μία πολύ καλή προσέγγιση στην v(300).  
H απόδειξη του ισχυρισμού μας είναι ως εξής:  
Κατ’ αρχή παρατηρούμε ότι η ταχύτητα του βαρελιού είναι μεγαλύτερη αν δεν υπάρ-
χει αντίσταση.  Άρα, v(300)≤u(300). 

Δεύτερον, η ταχύτητα αυξάνεται όσο αυξάνεται η απόσταση, και άρα v(y)≤v(300) 
για y ≤ 300.  Επομένως η αντίσταση D είναι πάντα μικρότερη από 0,08×u(300) που 
είναι περίπου 3,7 lb, και η συνισταμένη w−B που τραβάει το βαρέλι προς τα κάτω εί-
ναι περίπου 57,1 lb που είναι πολύ μεγάλη σε σχέση με την D.  Φαίνεται λογικό λοι-
πόν, ότι η u(y) είναι πολύ καλή προσέγγιση στην v(300).  Και πραγματικά αυτό επι-
βεβαιώνεται και από τον αριθμητικό υπολογισμό της ταχύτητας, που είναι: 

v(300)=45,1 ft/s 

Άρα τα βαρέλια μπορούν να σπάσουν κατά την πρόσκρουση και οι επιστήμονες εί-
χαν δίκιο.  Σαν αποτέλεσμα η Ε.Α.Ε. απαγόρευσε έκτοτε την απόρριψη των ραδιε-
νεργών αποβλήτων στη θάλασσα. 

Γ. Πρότυπα πληθυσμών 

© Α. Πουλιέζος (α) H δυναμική της αύξησης των καρκινικών όγκων 

 Έχει παρατηρηθεί πειραματικά ότι τα «ελευθέρως ζώντα» διαιρούμενα κύτταρα, ό-
πως τα βακτήρια, αυξάνονται με ρυθμό ανάλογο του όγκου των διαιρούμενων κυττά-
ρων εκείνη την στιγμή.  Έστω v(t) ο όγκος των διαιρουμένων κυττάρων σε χρόνο t.  
Τότε, 

 v
t
v λ=

d
d  (1.49)

για κάποια θετική σταθερά λ.  Η λύση της (1.49) είναι, 

 v(t)=v0  )( 0tte −λ (1.50)

όπου v0 είναι ο όγκος των διαιρούμενων κυττάρων στον αρχικό χρόνο t0.  Επομένως 
τα ελευθέρως ζώντα διαιρούμενα κύτταρα αυξάνονται εκθετικά.  Ένα σημαντικό ε-
πακόλουθο της (1.50) είναι ότι ο όγκος των κυττάρων διπλασιάζεται κάθε χρονικό 
διάστημα μήκους ln2/λ, αφού στην περίπτωση αυτή, 

v(t2)=2v(t1) ⇒ v0 −2v0 =0 )( 02 tte −λ )( 01 tte −λ

⇒ v0 ( −2 )=0 0te λ− λ λ2te 1te
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⇒ λt2−ln2−λt1=0 
⇒t2−t1=ln2/λ 

Από την άλλη μεριά, οι στερεοί όγκοι δεν αυξάνονται εκθετικά.  Όσο οι όγκοι μεγα-
λώνουν, ο χρόνος διπλασιασμού του συνολικού όγκου των όγκων μειώνεται συνε-
χώς.  Διάφοροι ερευνητές έχουν δείξει ότι τα δεδομένα για πολλούς στερεούς όγκους 
ταιριάζουν αξιοσημείωτα καλά, στην εξίσωση,  

 ( )
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ −−= )exp(1exp)( 0 at

a
vtv λ  (1.51)

όπου λ, α θετικές σταθερές.  Η εξίσωση (1.51) συνήθως αναφέρεται σαν σχέση 
Gompertzian.  Λέει ότι οι όγκοι αυξάνονται όλο και πιο αργά και τελικά πλησιάζουν 
τον οριακό όγκο v0eλ/α.  Οι ιατρικοί ερευνητές από πολύ καιρό ενδιαφέρονται για τα 
αίτια της παρέκκλισης αυτής από την εκθετική αύξηση.  Μπορούμε να πλησιάσουμε 
την απάντηση του προβλήματος αυτού, βρίσκοντας μία διαφορική εξίσωση  που να 
ικανοποιείται από την v(t).  Παραγωγίζοντας την (1.51), παίρνουμε, 

© Α. Πουλιέζος 
( )

ve

at
a

atv
t
v

at−=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ −−−=
λλ )exp(1exp)exp(

d
d

0  (1.52) 
λ

 

Δυο αντικρουόμενες θεωρίες έχουν προωθηθεί για την δυναμική της αύξησης των 
όγκων.  Αντιστοιχούν στις δύο διατάξεις, 

 ve
t
v at )(

d
d −= λ  (1.53α)

 )(
d
d ve

t
v at−= λ  (1.53β)

της διαφορικής εξίσωσης  (1.52).  Σύμφωνα με την πρώτη θεωρία, η επιβράδυνση της 
αύξησης των όγκων οφείλεται στην αύξηση της μέσης ηλικίας γενεών των κυττάρων, 
χωρίς αλλαγή στο ποσοστό των αναπαραγομένων κυττάρων.  Όσο προχωράει ο χρό-
νος, τα αναπαραγόμενα κύτταρα ενηλικιώνονται και έτσι διαιρούνται βραδύτερα.  Η 
θεωρία αυτή αντιστοιχεί στην (1.53α).  Η (1.53β) υποδηλώνει ότι η μέση ηλικία γε-
νεών παραμένει σταθερά, και ότι η επιβράδυνση της αύξησης οφείλεται στην απώ-
λεια αναπαραγομένων κυττάρων των όγκων.  Μια πιθανή εξήγηση αυτού είναι ότι 
στο κέντρο των όγκων δημιουργείται μία νεκρωμένη περιοχή.  Η νέκρωση αυτή πα-
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ρουσιάζεται όταν οι όγκοι έχουν φθάσει σε κάποιο κρίσιμο μέγεθος, διαφορετικό για 
κάθε τύπο όγκου, και στην συνέχεια «ο πυρήνας» αυτός αυξάνεται ταχύτατα καθώς 
αυξάνεται η συνολική μάζα των όγκων.  Σύμφωνα με την θεωρία αυτή, η νεκρωμένη 
περιοχή δημιουργείται γιατί σε πολλούς όγκους η παροχή αίματος, και επομένως ο-
ξυγόνου και τροφής, περιορίζεται στην επιφάνεια τους και σε μικρή απόσταση κάτω 
από αυτή.  Καθώς οι όγκοι μεγαλώνουν, η παροχή οξυγόνου στον πυρήνα με διάχυ-
ση, γίνεται όλο και δυσκολώτερη με αποτέλεσμα την δημιουργία της νεκρωμένης πε-
ριοχής. 

(β) Ανθρώπινοι πληθυσμοί 

Ο εκθετικός νόμος της αύξησης των πληθυσμών δεν δίνει ικανοποιητικά αποτελέ-
σματα όταν εφαρμόζεται σε ανθρώπινες ή παρόμοιες κοινωνίες.  Στις περιπτώσεις 
αυτές το πρότυπο της γραμμικής εξίσωσης ισχύει όσο οι πληθυσμοί είναι μικροί.  
Όταν όμως ο πληθυσμός αυξάνεται τα μέλη του συναγωνίζονται μεταξύ τους για τον 
περιορισμένο χρόνο, φυσικούς πόρους και τροφή.  Επομένως πρέπει να προσθέσουμε 
κάποιον όρο που να αντανακλά τον περιορισμό αυτό.  Μια κατάλληλη εκλογή είναι ο 
bp2 όπου b σταθερά.  Επομένως η διορθωμένη εξίσωση είναι, 
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 00

2 )(,
d
d ptpbpap
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=−=  (1.54)

 
Η εξίσωση αυτή είναι γνωστή σαν λογιστικός νόμος, και οι συντελεστές α, b καλού-
νται ζωτικοί συντελεστές του πληθυσμού.  Λύνοντας την (1.54), παίρνουμε, 
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2 , από την (1.55), 

0
0

0
ln1 tt

bpa
bpa

p
p

a
−=

−
−

⇒ ⇒
bpa
bpa

p
pe tta

−
−

=− 0

0

)( 0  

 )(
00

0
0)(

)( ttaebpabp
aptp −−−+

=⇒  (1.56)

(σημ.: κάποιες ενδιάμεσες πράξεις έχουν παραλειφθεί). 

Παρατηρούμε ότι, 
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b
a

bp
aptp

t
==

∞→ 0

0)(ορ  

Δηλαδή ανεξάρτητα από την αρχική τιμή, ο πληθυσμός πάντα πλησιάζει την οριακή 
τιμή α/b.  Η καμπύλη της p(t) φαίνεται στο Σχ. 1.4. 
Βλέπουμε ότι αν 0<p0<α/b η p(t) αυξάνεται μονοτονικά.  Επίσης, επειδή, 

)()2(
d
d2

d
d

d
d

2

2

bpapbpa
t
pbp

t
pa

t
p

−−=−=  

η 
t
p

d
d  αυξάνεται όταν η p(t)<α/2b και μειώνεται όταν p(t)>α/2b. 

Για να εφαρμόσουμε τα αποτελέσματα αυτά στον ανθρώπινο πληθυσμό στην γη, 
πρέπει να υπολογίσουμε τους ζωτικούς συντελεστές α και b.  Ορισμένοι οικολόγοι 
έχουν εκτιμήσει ότι η φυσική τιμή του α είναι 0,029.  Ξέρουμε επίσης ότι ο ανθρώπι-
νος πληθυσμός αυξάνονταν με ρυθμό 2% ετησίως όταν ο πληθυσμός ήταν 3,06×109.  
Επειδή, 
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bpa
t
p

p
−=

d
d1  

⇒ 0,02=α−3,06×109b⇒ b=2,941×10−12 

Επομένως, σύμφωνα με τον λογιστικό νόμο η οριακή τιμή του ανθρώπινου πληθυ-
σμού στην γη είναι: 

1210)941.2(
029.0

−=
b
a =9,86 δισεκατομμύρια 

Για να δούμε πόσο καλά απεικονίζει την εξέλιξη του ανθρώπινου πληθυσμού η συ-
νάρτηση αυτή.  Στο Σχ. 1.4 βλέπουμε το γράφημα της όπου ως αρχική τιμή πήραμε 
p(1950) = 2,45 δισ/ρια. 
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Σχήμα 1.4  Γράφημα του ανθρώπινου πληθυσμού 

Όπως φαίνεται p(2006)≈6,4×109.  
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Από τον ιστότοπο http://www.census.gov/ipc/www/world.html διαβάζουμε ότι ο 
πληθυσμός το 2006 ήταν περίπου 6,5×109.  Επομένως οι συγκεκριμένες τιμές ταιριά-
ζουν αρκετά καλά με τα δεδομένα.  Για περαιτέρω συγκρίσεις, στο Σχ. 1.5 μπορούμε 
να δούμε το σύνολο των πραγματικών τιμών. 

 
Σχήμα 1.5  Παγκόσμιος πληθυσμός από την Αμερικανικό Γραφείο Απογραφής 

Σημείωση:  Ο αναγνώστης δεν θα πρέπει να υπερτιμήσει το προηγούμενο υπόδειγμα, καθώς έχει 
δεχτεί πολλές αρνητικές κριτικές.  Οι κυριότερες είναι: α) οι παράμετροι a, b δεν είναι σταθεροί, β) 
ο πληθυσμός δεν είναι ομογενής και γ) έχει παρατηρηθεί ότι κάποιοι πληθυσμού ταλαντώνονται 
γύρω από μία μέση τιμή.  

49 

http://www.census.gov/ipc/www/world.html


Α. Πουλιέζος Διαφορικές εξισώσεις και εξισώσεις διαφορών
 

1.8 Ασκήσεις 

1. Να λυθούν οι παρακάτω διαφορικές εξισώσεις: 

 (α) 0συν
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2. Να λυθούν τα προβλήματα αρχικής τιμής: 
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3. Δείξτε ότι αν, ,)(1 yQ
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∂
∂
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∂  η διαφορική εξίσωση, 
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d),(),( =+

t
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 έχει παράγοντα ολοκλήρωσης της μορφής  exp (∫ Q(y)dy). 
4. Να λυθούν οι διαφορικές εξισώσεις: 

 (α) 0
d
d)142()32( =−++++

t
yytyt  

 (β) 0
d
d)εφ2(εφτεμ2τεμ =+++

t
ytyttty  

5. Η διαφορική εξίσωση, ,0
d
dεφτεμ =+−

t
yyyet  έχει ένα παράγοντα ολοκλήρω-

σης της μορφής e−αtσυνy για κάποια σταθερά α.  Να βρεθεί η α και να λυθεί η 
διαφορική εξίσωση. 

6. Να υπολογισθεί η συμπεριφορά όλων των λύσεων της διαφορικής εξίσωσης, 

50 



Α. Πουλιέζος Διαφορικές εξισώσεις και εξισώσεις διαφορών
 

2
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=+  όταν t → ∞ . 

7. Να λυθεί το πρόβλημα αρχικής τιμής, 

 0,,0)0(,)()(
d
d

>=−−= bayybyak
t
y  

  και να βρεθεί το πεδίο ορισμού των λύσεων. 
8. Σώμα μάζας m εκτοξεύεται με ταχύτητα V0 από την επιφάνεια της γης.  Υποθέ-

τοντας ότι δεν υπάρχει αντίσταση αέρος αλλά θεωρώντας ότι το πεδίο βαρύτη-

τας αλλάζει με το ύψος, βρίσκεται ότι 2

2

)(d
d

Ry
mgR

t
Vm

+
−=   όπου R η ακτίνα της 

γης και y η απόσταση από την επιφάνεια. 
(α) Έστω V(t)=v(y(t)).  Να βρεθεί η διαφορική εξίσωση  που ικανοποιεί η 

v(y). 
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ζος 
(β) Να βρεθεί η μικρότερη αρχική ταχύτητα V0 για την οποία το σώμα δεν 

θα γυρίσει στην γη. 

9. Να υπολογισθεί η σταθερά α ώστε η εξίσωση 0
d
d)1(11

322 =+
+

++
t
y

y
at

yt
 να εί-

ναι ακριβής και στη συνέχεια να λυθεί η διαφορική εξίσωση. 
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2 ∆ιαφορικές εξισώσεις δευτέρας τάξεως 

2.1 Αλγεβρικές ιδιότητες των λύσεων 

Η διαφορική εξίσωση  δευτέρας τάξεως είναι μία εξίσωση της μορφής, 
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Για παράδειγμα, η εξίσωση, 
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είναι μία διαφορική εξίσωση  δευτέρας τάξεως.  Η συνάρτηση y(t) είναι λύση της δι-
αφορικής εξίσωσης (2.1) αν ικανοποιεί την διαφορική εξίσωση, δηλαδή, αν: 
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Έτσι η συνάρτηση y(t)=συνt είναι λύση της διαφορικής εξίσωσης δευτέρας τάξεως: 
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−= . 

Οι διαφορικές εξισώσεις δευτέρας τάξεως ανακύπτουν πολύ συχνά σε εφαρμογές.  Η 
πιο φημισμένη διαφορική εξίσωση  δευτέρας τάξεως είναι ο δεύτερος νόμος της κί-
νησης του Νεύτωνα, 
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η οποία διέπει την κίνηση ενός σώματος μάζας m που κινείται κάτω από την επίδρα-
ση δύναμης F.  Στην εξίσωση αυτή, m είναι η μάζα του σώματος, y=y(t) είναι η θέση 
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στον χρόνο t, dy/dt είναι η ταχύτητα και F είναι η ολική δύναμη που επενεργεί στο 
σώμα.  Η δύναμη F μπορεί να εξαρτάται από την θέση και την ταχύτητα του σώμα-
τος, όπως επίσης και από τον χρόνο. 
Επιπλέον της διαφορικής εξίσωσης (2.1), συχνά θα υπάρχουν αρχικές συνθήκες στην 
y(t), της μορφής, 

 y(t0)=y0, y′(t0)= 0y′  (2.2)

(όπου ο τόνος «′» δηλώνει παραγώγιση δηλαδή y′≡dy/dt). 
Η διαφορική εξίσωση (2.1) μαζί με τις αρχικές συνθήκες (2.2) συνθέτουν το γνωστό 
πρόβλημα αρχικής τιμής.  Για παράδειγμα, έστω y(t) η θέση ενός σώματος που κινεί-
ται υπό την επίδραση της βαρύτητας.  Τότε η y(t) ικανοποιεί το πρόβλημα αρχικής 
τιμής, 
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όπου y0 είναι η αρχική θέση του σώματος και 0y′  η αρχική του ταχύτητα. 

Οι διαφορικές εξισώσεις δευτέρας τάξεως είναι εξαιρετικά δύσκολο να λυθούν.  Αυ-
τό δεν θα πρέπει να μας εκπλήσσει μετά την εμπειρία μας με τις εξισώσεις πρώτης 
τάξεως.  Το μόνο που θα κατορθώσουμε θα είναι να λύσουμε την ειδική διαφορική 
εξίσωση, 
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Ευτυχώς όμως, πολλές από τις διαφορικές εξισώσεις δευτέρας τάξεως που εμφανίζο-
νται στις εφαρμογές είναι αυτής της μορφής.  Η διαφορική εξίσωση  (2.3) καλείται 

γραμμική διαφορική εξίσωση  δευτέρας τάξεως, επειδή οι 2
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Για παράδειγμα οι διαφορικές εξισώσεις, 

tet
t
yt

t
y

=++ ημ
d
d3

d
d

2

2

 και 12
d
d

d
d

2

2

=++ y
t
ye

t
y t  

είναι γραμμικές, ενώ η, 

53 



Α. Πουλιέζος Διαφορικές εξισώσεις και εξισώσεις διαφορών
 

1
d
d

d
d 2

2

2

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+

t
y

t
y  

είναι μη γραμμική λόγω του όρου (dy/dt)2. 
Ας θεωρήσουμε κατ’ αρχή την ομογενή γραμμική διαφορική εξίσωση  δευτέρας τά-
ξεως, 
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η οποία προκύπτει από την (2.3) αν θέσουμε g(t)≡0.  Δεν είναι καθόλου προφανές 
στο σημείο αυτό πώς να βρούμε όλες τις λύσεις της (2.4) ή πώς να λύσουμε το πρό-
βλημα αρχικής τιμής, 
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Για τον λόγο αυτό, πριν αναπτύξουμε κάποια λεπτομερή διαδικασία για να λύσουμε 
την (2.4) θα πρέπει πρώτα να δούμε αν υπάρχει κάποια λύση.  Η πληροφορία αυτή 
περιέχεται στο ακόλουθο Θεώρημα, που παρατίθεται χωρίς απόδειξη. 

 Θεώρημα 2.1  (Ύπαρξης και μοναδικότητας) Έστω ότι οι συναρτήσεις p(t) και q(t) 
είναι συνεχείς στο ανοικτό διάστημα α<t<β.  Τότε, υπάρχει μία και μόνο μία συνάρ-
τηση y(t) που ικανοποιεί το πρόβλημα αρχικής τιμής (2.5) στο διάστημα α<t<β.  Ει-
δικότερα, οποιαδήποτε λύση y(t) της (2.4) που ικανοποιεί τις y(t0)=y′(t0)=0 για κά-
ποιο χρόνο t=t0 πρέπει να είναι ταυτόσημη με 0. 
Το θεώρημα αυτό είναι εξαιρετικά χρήσιμο για δύο λόγους:  πρώτον μας επιτρέπει να 
ψάξουμε για την μοναδική λύση y(t) της (2.5) και δεύτερον μας βοηθάει να βρούμε 
όλες τις λύσεις της (2.4). 
Αρχίζουμε την ανάλυση της εξίσωσης (2.4) με την σημαντική παρατήρηση ότι το α-
ριστερό μέλος, 

y′ ′+p(t)y′+q(t)y 

της διαφορικής εξίσωσης μπορεί να ιδωθεί σαν ορισμός μίας «συνάρτησης συναρτή-
σεως»: για κάθε συνάρτηση y που έχει δύο παραγώγους ορίζουμε μία άλλη συνάρτη-
ση, που καλούμε D[y], με τη σχέση, 

D[y](t)=y′ ′(t)+p(t)y′(t)+q(t)y(t) 
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Σε μαθηματική γλώσσα, ο D είναι ένας τελεστής που επιδρά σε συναρτήσεις: υπάρ-
χει δηλαδή κάποιος προδιαγεγραμμένος κανόνας που σχετίζει κάθε συνάρτηση y(t) 
με μία νέα συνάρτηση D[y](t). 

Παράδειγμα 2.1  Έστω, p(t)=0, q(t)=t.  Τότε, D[y](t)=y′′(t)+ty(t).  Αν y(t)=συνt, 
τότε, 

D[y](t)=(συνt)′ ′+tσυνt=(t−1)συνt 

και αν y(t)=t3, 

D[y](t)=(t3)′ ′+t(t3)=t4+6t 

Βλέπουμε δηλαδή ότι ο τελεστής D ταιριάζει την συνάρτηση (t−α) συνt στην συνάρ-
τηση συνt και την (t4+6t) στην t3. 
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Η έννοια ενός τελεστή που επιδρά πάνω σε συναρτήσεις, ή με άλλα λόγια της «συ-
νάρτησης συναρτήσεως», είναι ανάλογη με την έννοια της συνάρτησης μίας μετα-
βλητής t.  Ας θυμηθούμε τον ορισμό μίας συνάρτησης f  σ’ ένα διάστημα I: για κάθε 

αριθμό t στο I σχετίζουμε ένα νέο αριθμό που καλούμε f(t).  Με τον ίδιο ακριβώς 

τρόπο, σε κάθε συνάρτηση y που έχει δύο παραγώγους, σχετίζουμε μία νέα συνάρτη-
ση που καλούμε D[y].  Η έννοια αυτή είναι εξαιρετικά εκλεπτυσμένη, γιατί κατά κά-
ποιο τρόπο, μεταχειριζόμαστε μία συνάρτηση όπως ένα σημείο.  Πρέπει να παραδε-
χτούμε, ότι η έννοια αυτή είναι αρκετά δύσκολο να κατανοηθεί.  Γι’ αυτό δεν 
αποτελεί έκπληξη το γεγονός ότι η έννοια της «συνάρτησης συναρτήσεως» αναπτύ-
χθηκε στις αρχές αυτού του αιώνα, και ότι πολλά από τα «δυνατά» θεωρήματα της 
μαθηματικής ανάλυσης αποδείχθηκαν μετά την τελειοποίησή της. 

Θα συνάγουμε τώρα ορισμένες ιδιότητες του τελεστή D που θα χρησιμοποιήσουμε 
προς όφελός μας σύντομα. 

Ιδιότητα 2.1   D[cy]=cD[y], για οποιαδήποτε σταθερά c. 

Απόδειξη:    D[cy] =(cy)′′+p(t)(cy)′+q(t)(cy) 

    =cy′′+cp(t)y′+cq(t)y 

    =c[y′′+p(t)y′+q(t)y] 

    =cD[y] 

Για παράδειγμα, έστω, 
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D[y]=y′ ′(t)+6y′(t)−2y(t) 

Ο τελεστής D ορίζει για την συνάρτηση t2, την συνάρτηση: 

(t2)′ ′+6(t2)′−2(t2)=2+12t−2t2 

Επομένως, ο D πρέπει να ορίζει για την συνάρτηση 5t2 την 5(2+12t − 2t2). 

Ιδιότητα 2.2  D[y1+y2]=D[y1]+D[y2] 

Η απόδειξη αφήνεται στον αναγνώστη. 

Για παράδειγμα αν, D[y]=y′ ′(t)+2y′(t)−y(t), ο τελεστής αυτός ορίζει για την συ-
νάρτηση συνt την,  

D[συνt]=(συνt)′ ′+2(συνt)′−συνt=−2συνt−2ημt 

και για την ημt την, 

© Α. Πουλιέζος D[ημt]=(ημt)′ ′+2(ημt)′−ημt=2συνt−2ημt 

 
Επομένως, ο D ορίζει για την συνάρτηση ημt+συνt την, 

(−2συνt−2ημt)+(2συνt−2ημt)=−4ημt 

Ορισμός 2.1  Ένας τελεστής D που σχετίζει συναρτήσεις σε συναρτήσεις και ο ο-
ποίος ικανοπoιεί τις Ιδιότητες 2.1 και 2.2 καλείται γραμμικός τελεστής.  Όλοι οι άλ-
λοι τελεστές είναι μη γραμμικοί.  Ένα παράδειγμα μη γραμμικού τελεστή είναι ο, 

D[y]=y′ ′(t)−2t[y(t)]4 

Ο τελεστής αυτός ορίζει για την συνάρτηση 
t
1  την συνάρτηση, 
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και για την συνάρτηση 
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Άρα, για c≠{0, 1} δεν ισχύει D[cy]=cD[y]. 

Η χρησιμότητα των Ιδιοτήτων 2.1 και 2.2 έγκειται στο γεγονός ότι οι λύσεις y(t) της 
διαφορικής εξίσωσης (2.4) είναι ακριβώς οι συναρτήσεις y για τις οποίες,: 

D[y]=y′ ′(t)+p(t)y′(t)+q(t)y(t)=0 

Με άλλα λόγια, οι λύσεις y(t) της (2.4) είναι ακριβώς οι συναρτήσεις αυτές για τις 
οποίες ο τελεστής D υσχετίζει την μηδενική συνάρτηση, δηλαδή την συνάρτηση που 
έχει την τιμή μηδέν για οποιοδήποτε t.  Επομένως, αν y(t) είναι μία λύση της (2.4), 
τότε και η cy(t) είναι λύση, αφού D[cy]−cD[y]=0. 

© Α. Πουλιέζος Αν y1(t) και y2(t) είναι λύσεις της (2.4), τότε η y1(t)+y2(t) είναι επίσης λύση της (2.4), 
αφού, D[y1+y2]=D[y1]+D[y2]=0+0=0. 

 Συνδυάζοντας τις Ιδιότητες 2.1 και 2.2, βλέπουμε ότι όλοι οι γραμμικοί συνδυασμοί 
c1y1(t)+c2y2(t) λύσεων της (2.4) είναι επίσης λύσεις της. 
Το σκεπτικό αυτό δείχνει ότι μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε τη γνώση δύο λύσεων 
y1(t), y2(t) της (2.4) για να παράγουμε απείρως πολλές λύσεις.  Η δήλωση αυτή έχει 
μερικές ενδιαφέρουσες προεκτάσεις.  Ας θεωρήσουμε για παράδειγμα την διαφορική 
εξίσωση, 

 0
d
d

2

2

=+ y
t
y  (2.6)

Δύο λύσεις της (2.6) είναι οι y1(t)=συνt , y2(t)=ημt.  Άρα, 

 y(t)=c1συνt+c2ημt (2.7)

είναι επίσης λύση της (2.6) για κάθε c1, c2.  Τώρα η (2.7) περιέχει δύο αυθαίρετες 
σταθερές.  Είναι φυσικό λοιπόν να υποψιαζόμαστε ότι η παράσταση αυτή αντιπρο-
σωπεύει την γενική λύση της (2.6) δηλαδή κάθε λύση y(t) της (2.6) πρέπει να είναι 
της μορφής (2.7).  Πραγματικά, έτσι συμβαίνει, όπως θα δείξουμε αμέσως. 
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Έστω ότι y(t) είναι κάποια λύση της (2.6).  Από το θεώρημα ύπαρξης και μοναδικό-
τητας η y(t) υπάρχει για κάθε t.  Έστω y(0)=y0 ,  y′(0)= 0y′  και θεωρούμε την συνάρ-
τηση, φ(t)=y0συνt+ ημt.  Η συνάρτηση αυτή είναι λύση της (0y′ 2.6) αφού είναι 
γραμμικός συνδυασμός λύσεων της (2.6).  Επιπλέον φ(0)=y0 ,  φ′(0)= .  Άρα η y(t) 
και η φ(t) ικανοποιούν την ίδια γραμμική ομογενή διαφορική εξίσωση  δευτέρας τά-
ξεως και τις ίδιες αρχικές συνθήκες.  Επομένως, σύμφωνα με την ιδιότητα της μονα-
δικότητας, η y(t) πρέπει να είναι ταυτόσημη με την φ(t), έτσι ώστε, 

0y′

y(t)=y0συνt+ 0y′ ημt 

Άρα η εξίσωση (2.7) είναι πράγματι η γενική λύση της (2.6). 
Ας γυρίσουμε τώρα στην γενική γραμμική εξίσωση (2.4).  Ας υποθέσουμε ότι με κά-
ποιο τρόπο καταφέρνουμε να βρούμε δύο λύσεις y1(t) και y2(t) της (2.4).  Τότε κάθε 
συνάρτηση, 

 y(t)=c1y1(t)+c2y2(t) (2.8)
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είναι πάλι λύση της (2.4).  Αντιπροσωπεύει όμως η (2.8) την γενική λύση της (2.4); 
Το ακόλουθο θεώρημα μας δίνει την απάντηση. 
Θεώρημα 2.2  Έστω y1(t) και y2(t) δύο λύσεις της (2.4) στο διάστημα α<t<β και, 
y1(t) (t)− (t)y2(t)=0 στο διάστημα αυτό.  Τότε, η y(t)=c1y1(t)+c2y2(t) είναι η 
γενική λύση της (

2y′ 1y′
2.4). 

Απόδειξη: Έστω y(t) κάποια λύση της (2.4).  Πρέπει να βρούμε σταθερές c1, c2 τέ-
τοιες ώστε y(t)=c1y1(t)+c2y2(t).  Για τον σκοπό αυτό, διαλέγουμε κάποια χρονική 
στιγμή t0 στο διάστημα (α, β) και έστω y(t0)=y0 , 0y′ =y′(t0).  Οι σταθερές c1, c2, αν υ-
πάρχουν, πρέπει να ικανοποιούν τις δύο εξισώσεις, 

c1y1(t0)+c2y2(t0)=y0 
c1 1y′ (t0)+c2 2y′ (t0)= 0y′   

που δίνουν, 
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αν y1(t0) (t0)− (t0)y2(t0)≠0.  Τώρα, έστω φ(t)=c1y1(t)+c2y2(t) όπου c1, c2 οι 
τιμές που βρήκαμε παραπάνω.  Ξέρουμε ότι η φ(t) ικανοποιεί την (

2y′ 1y′
2.4).  Επιπλέον, εκ 

κατασκευής, φ(t0)=y0 και φ′(t0)= 0y′ .  Άρα, οι y(t) και φ(t) ικανοποιούν την ίδια διαφο-
ρική εξίσωση  και αρχικές συνθήκες και γι’ αυτό πρέπει να είναι ταυτόσημες στο (α, 
β), δηλαδή,  

y(t)=c1y1(t)+c2y2(t),   α<t<β 

Το Θεώρημα 2.2 είναι εξαιρετικά χρήσιμο γιατί ανάγει το πρόβλημα της εύρεσης 
όλων των λύσεων της (2.4) στο απλούστερο πρόβλημα της εύρεσης μόνο δύο λύσεων 
y1(t), y2(t).  Ο μοναδικός περιορισμός στις λύσεις αυτές είναι η παράσταση 
y1(t) (t)− (t)y2(t) να είναι διάφορη του μηδενός στο α<t<β.  Οι λύσεις αυτές 
καλούνται θεμελιώδες σύνολο λύσεων αφού όλες οι άλλες είναι γραμμικοί συνδυα-
σμοί τους. 

2y′ 1y′
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Ορισμός 2.2  Η παράσταση y1(t) 2y′ (t)− 1y′ (t)y2(t) καλείται Wronskian των y1, y2 
και συμβολίζεται με w(t)=w[y1, y2]. 

 
Το Θεώρημα 2.2 απαιτεί η w(t)≠0 σε όλα τα σημεία του διαστήματος (α, β).  Στην 
πραγματικότητα η Wronskian οποιονδήποτε δύο λύσεων y1(t), y2(t) της (2.4) είναι ή 
ταυτόσημη με μηδέν ή ποτέ μηδέν όπως δηλώνουν και τα επόμενα θεωρήματα που 
παραθέτουμε χωρίς απόδειξη. 
Θεώρημα 2.3 Έστω p(t), q(t) συνεχείς συναρτήσεις στο διάστημα α<t<β, και έστω 
y1(t), y2(t) δύο λύσεις της (2.4).  Τότε η w[y1, y2] είναι ή ταυτόσημη με μηδέν ή ποτέ 
μηδέν στο διάστημα α<t<β. 
Θεώρημα 2.4  Έστω y1(t), y2(t) δύο λύσεις της (2.4) στο διάστημα α<t<β, και έστω 
ότι w[y1, y2]=0 για κάποιο t∈(α, β).  Τότε μία από τις λύσεις είναι σταθερό πολλα-
πλάσιο της άλλης. 

2.2 Γραμμικές ομογενείς εξισώσεις με σταθερούς συντελεστές 

Θεωρούμε τώρα την ομογενή γραμμική διαφορική εξίσωση  δευτέρας τάξεως με 
σταθερούς συντελεστές, 
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όπου α, b, c είναι σταθερές, με α≠0.  Το Θεώρημα 2.2 μας λέει ότι αρκεί να βρούμε 
δύο οποιεσδήποτε λύσεις y1 και y2 της (2.9). όλες οι άλλες λύσεις προέρχονται από 
γραμμικούς συνδυασμούς των y1, y2.  Δυστυχώς, το Θεώρημα 2.2 δεν μας λέει πώς να 
βρούμε δύο λύσεις της (2.9).  Επομένως θα προσπαθήσουμε να τις μαντέψουμε.  Για 
τον σκοπό αυτό, παρατηρούμε ότι κάποια συνάρτηση y(t) είναι λύση της (2.9) αν το 
άθροισμα (σταθερά × δεύτερη παράγωγο)+(σταθερά × πρώτη παράγωγο) + (σταθερά 
× συνάρτηση)=0.  Με άλλα λόγια οι τρεις όροι πρέπει να απαλείφονται μεταξύ τους.  
Αυτό μπορεί να συμβεί γενικά αν οι τρεις συναρτήσεις y′′(t), y′(t), y(t) είναι του «ίδι-
ου τύπου».  Για παράδειγμα, η συνάρτηση y(t)=t5 δεν μπορεί ποτέ να είναι λύση της 
(2.9), αφού οι τρεις όροι 20αt3, 5bt4 και ct5 δεν μπορούν να απαλειφθούν μεταξύ 
τους.  Η συνάρτηση y(t)=ert, r σταθερά, όμως έχει την ιδιότητα οι y′′(t) και y′(t) να 
είναι πολλαπλάσια της y(t).  Αυτό μας προτρέπει να δοκιμάσουμε την y(t)=ert σαν 
λύση της (2.9).  Υπολογίζοντας την, 

D[ert]=α(ert)′ ′+b(ert)′+cert =(αr2+br+c) ert    

βλέπουμε ότι η y(t)=ert είναι λύση της (2.9), αν και μόνο αν, 
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 αr2+br+c=0 (2.10)

 
H εξίσωση (2.10) καλείται χαρακτηριστική εξίσωση της (2.9).  Έχει δύο ρίζες r1, r2 
που δίνονται από τον γνωστό τύπο, 
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2

2/12

1
−−

=
−+−

=  

Α. Πραγματικές διακεκριμένες ρίζες 

Αν b2−4αc>0, τότε οι r1, r2 είναι πραγματικές και διάφορες μεταξύ τους.  Στην περί-
πτωση αυτή, 

trtr etyety 21 )(,)( 21 ==  

είναι δύο λύσεις της (2.9) που είναι γραμμικά ανεξάρτητες μεταξύ τους, αφού, 

0)(],[ )(
12

2121 =−= + trrtrtr erreew  
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Παράδειγμα 2.1  Να βρεθεί η γενική λύση της εξίσωσης 04
d
d5

d
d

2

2

=++ y
t
y

t
y . 

Λύση: Η χαρακτηριστική εξίσωση είναι, r2+5r+4=(r+4)(r+1)=0.  Άρα οι 
y1(t)=e−4t,  y2(t)=e−t αποτελούν ένα θεμελιώδες σύνολο λύσεων και η γενική λύση εί-
ναι της μορφής, y(t)=c1e−4 t+c2e− t. 
Παράδειγμα 2.2  Να βρεθεί η λύση του προβλήματος αρχικής τιμής, 

2)0(,1)0(,02
d
d4

d
d

2

2

=′==−+ yyy
t
y

t
y  

Λύση: Η χαρακτηριστική εξίσωση r2+4r−2 έχει τις ρίζες r1=−2+√6,   r2=−2 − √6.  
Άρα, y(t)=c1e (−2+√6) t+c2e (−2−√6) t.  Από τις αρχικές συνθήκες, 

 y(0) =c1+c2=1, y′(0)=(−2+√6) c1+(−2−√6)c2=2 

απ’ όπου μετά από μερικές πράξεις βρίσκουμε, 

© ος 
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2
2
1,

2
1

6
2

21 −=+= cc  

και, 

tt eety )62()62(

6
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2
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2
1

6
2)( −−+− ⎟

⎠
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⎜
⎝
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⎛ +=  

Β. Μιγαδικές ρίζες 

Αν b2−4αc<0, τότε η χαρακτηριστική εξίσωση έχει τις μιγαδικές ρίζες, 

a
bacbr

a
bacbr

2
)4(i,

2
)4(i 2/12

2

2/12

1
−−−

=
−+−

=  

Θα θέλαμε να πούμε ότι οι  και είναι λύσεις της διαφορικής εξίσωσης (tre 1 tre 2 2.9).  
Όμως οι λύσεις αυτές είναι μιγαδικές συναρτήσεις, ενώ εμείς ψάχνουμε για συναρ-
τήσεις με πραγματικές τιμές.  Ξεπερνάμε την δυσκολία αυτή ως εξής: ας υποθέσουμε 
ότι y(t)=u(t)+iv(t) είναι μία μιγαδική λύση της (2.9), που σημαίνει, 
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α[u ′ ′(t)+iv′ ′(t)]+b[u ′(t)+iv′(t)]+c[u(t)+iv(t)]=0 
⇒αu ′ ′(t)+bu ′(t)+cu(t)+i[αv′ ′(t)+bv′(t)+cv(t)]=0 

Αλλά αν ένας μιγαδικός αριθμός είναι ίσος με μηδέν, τότε και το πραγματικό και το 
φανταστικό του μέρος είναι ίσα με μηδέν.  Άρα, 

αu ′ ′(t)+bu ′(t)+cu(t)=0, v′ ′(t)+bv′(t)+cv(t) =0 

που σημαίνει ότι, 

y1(t)=u(t), y2(t)=v(t) 

είναι λύσεις της (2.9).  Απομένει να εκφράσουμε τις συναρτήσεις , για μιγαδικά r, 
στη μορφή u(t)+iv(t).  Ως γνωστόν,  e iβ t=συνβt+iημβt.  Άρα, αν r=α+iβ, 

trie

)iημσυν()i( tteee attart βββ +== + =eα tσυνβt+ieα tημβt 

Γυρίζοντας πίσω στην διαφορική εξίσωση  (2.9), βρίσκουμε ότι η, 

© Α. Πουλιέζος [ ][ ] atbacbety 2/)4(i 2/12
)( −+−= atbacatbace abt 2/)4(iημ2/)4(συν 2/122/122/ −+−= −   

 
είναι μία μιγαδική λύση της (2.9).  Επομένως, 

y1(t)=e−bt /2α συνβt ,   y2(t)=e−bt /2α ημβt 

 όπου 
a
bac

2
)4( 2/12−

=β , είναι δύο πραγματικές λύσεις της (2.9), γραμμικά ανεξάρ-

τητες μεταξύ τους, αφού, 

w[y1, y2]=w[e−bt /2α συνβt, e−bt /2α ημβt]=βe2α t ≠ 0 

Τελικά, η γενική λύση της (2.9) για b2−4αc<0, δίνεται από την: 

a
bactctcety abt

2
)4(,]ημσυν[)(

2/12

21
2/ −

=+= − βββ  

Παρατήρηση 1: Θα έπρεπε κανονικά να είχαμε δείξει ότι,  
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d
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Αυτό συμβαίνει αφού, 
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d
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= ( ) ( )[ ]tttteat βββαβββα ημσυνiημσυν ++−  
taea )i()i( ββ ++=  

Παρατήρηση 2: Με μία πρώτη ματιά, θα νόμιζε κανείς ότι η  θα έδινε δύο επιπλέον λύσεις της 
(

tre 2

2.9).  Αυτό όμως δεν είναι σωστό, αφού: 
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Άρα,  

© ς  Α. Πουλιέζο)(ημ}Im{

)(συν}Re{

2
2/

1
2/

2

2

tytee

tytee
abttr

abttr

−=−=

==
−

−

β

β
 

 Παράδειγμα 2.3  Να βρεθούν δύο πραγματικές, γραμμικά ανεξάρτητες λύσεις της 

διαφορικής εξίσωσης 05
d
d4

d
d4 2

2

=++ y
t
y

t
y . 

Λύση: Η χαρακτηριστική εξίσωση 4r2+4r+5=0 έχει τις μιγαδικές ρίζες 
r1 ,2=−(1/2)±i.  Επομένως   είναι μία μιγαδική λύση της δια-
φορικής εξίσωσης   και, 

tetee tttr ημiσυν 2/2/1 −− +=

tee

tee
ttr
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ημ}Im{
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είναι δύο πραγματικές, γραμμικά ανεξάρτητες λύσεις. 
Παράδειγμα 2.4  Να βρεθεί η λύση y(t) του προβλήματος αρχικής τιμής, 

1)0(,1)0(,04
d
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d
d
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=′==++ yyy
t
y

t
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Λύση: Η χαρακτηριστική εξίσωση r2+2r+4 έχει τις μιγαδικές ρίζες r1 ,2=−1±√3i.  
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Άρα, teetee ttrttr 3ημ}Im{,3συν}Re{ 11 −− ==  είναι δύο πραγματικές λύσεις.  Συ-
νεπώς, 

y(t)=e− t[c1συν√3t+c2ημ√3t] 

Οι σταθερές c1, c2 υπολογίζονται από τις αρχικές συνθήκες. 

y(0)=c1=1, y′(0)=−c1+√3c2=1⇒
3

2
2 =c  

Τελικά, 

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ += − ttety t 3ημ

3
23συν)(  

Γ. Ίσες ρίζες (υποβιβασμός της τάξεως) 

© Α. Πουλιέζος 
Αν b2=4αc, τότε η χαρακτηριστική εξίσωση έχει ίσες πραγματικές ρίζες r1=r2=e−b/2α.  
Στην περίπτωση αυτή η μεθοδολογία μας δίνει μία μόνο λύση, y1(t)=e−bt/2α. 

 Το πρόβλημά μας είναι να βρούμε μία δεύτερη λύση, ανεξάρτητη της y1.  Μια προ-
σέγγιση στο πρόβλημα αυτό είναι να προσπαθήσουμε μερικές υποθετικές λύσεις α-
κόμα.  Μια δεύτερη και πιο έξυπνη προσέγγιση είναι να χρησιμοποιήσουμε τη γνώση 
μας της y1(t).  Γενικότερα, ας υποθέσουμε ότι ξέρουμε μία λύση της διαφορικής εξί-
σωσης  

 D[y]= 0)(
d
d)(

d
d

2

2

=++ ytq
t
ytp

t
y  (2.11)

Μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε την λύση αυτή για να βρούμε μία δεύτερη ανεξάρ-
τητη λύση; Η απάντηση στην ερώτηση αυτή είναι ναι.  Αν βρούμε μία λύση y=y1(t) 
της (2.11), μπορούμε να ανάγουμε το πρόβλημα της εύρεσης όλων των λύσεων της 
(2.11) σε πρόβλημα λύσης μίας ομογενούς γραμμικής διαφορικής εξίσωσης πρώτης 
τάξεως.  Αυτό επιτυγχάνεται, ορίζοντας μία νέα εξαρτημένη μεταβλητή v μέσω της, 

y(t)=y1(t)v(t) 

Τότε, 
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Επομένως, 
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αφού η y1(t) είναι λύση της D[y]=0.  Άρα η y(t)v(t) είναι λύση της (2.11) αν ικανο-
ποιεί την διαφορική εξίσωση, 
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⎡ ++

t
vytp
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Όμως, παρατηρούμε ότι η (2.12) είναι πρώτης τάξεως ως προς dv/dt.  Η λύση της εί-
ναι, 

 ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦
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⎢
⎣
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( )

)(
d)(exp

2
1 ty

ttpc ∫−=  (2.14)

Επειδή μας ενδιαφέρει μία οποιαδήποτε λύση, θέτουμε c=1.  Ολοκληρώνοντας ως 
προς t, και θέτοντας την σταθερά της ολοκλήρωσης ίση με μηδέν, παίρνουμε, 

 ∫= ttutv d)()(  (2.15)
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όπου, 
( )

)(
d)(exp

)( 2
1 ty

ttp
tu ∫−=  (2.16)

Άρα η, 

 ∫== ttutytytvty d)()()()()( 112  (2.17)

είναι μία δεύτερη λύση της (2.11).  Η λύση αυτή είναι ανεξάρτητη της y1, γιατί αν η 
y2(t) ήταν σταθερό πολλαπλάσιο της y1(t) τότε η v(t) θα ήταν σταθερή συνάρτηση και 
η παράγωγός της θα ήταν ταυτόσημη με 0.  Όμως από την (2.14), 

( )
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d)(exp
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≠
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ty

ttp
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v  
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Η προσέγγιση αυτή είναι γνωστή σαν μέθοδος υποβιβασμού της τάξεως, αφού η α-
ντικατάσταση y(t)=y1(t)v(t) ανάγει το πρόβλημα της λύσης της εξίσωσης δευτέρας 
τάξεως σε πρόβλημα λύσης εξίσωσης πρώτης τάξεως. 

 

Εφαρμογή στην περίπτωση ίσων ριζών.  Στην περίπτωση των ίσων ριζών, βρήκαμε 
ότι η y1(t)=e−bt/2α είναι μία λύση της εξίσωσης, 

 0
d
d

d
d

2

2

=++ cy
t
yb

t
ya  (2.18)

Μπορούμε τώρα να βρούμε μία δεύτερη λύση από τις εξισώσεις (2.17), προσέχοντας 
όμως ότι η μορφή της (2.11) έχει την μονάδα σαν συντελεστή του y′′ και επομένως 
πρέπει να διαιρέσουμε την (2.18) με α για να πάρουμε την ισοδύναμη εξίσωση: 
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Τώρα αντικαθιστώντας την 
a
btp =)(  στην (2.16) παίρνουμε, 
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Άρα, y2(t)=y1(t) =ty1(t) είναι μία δεύτερη λύση της (∫ td 2.11).  Οι συναρτήσεις y1(t) 
και y2(t) είναι προφανώς (;) γραμμικά ανεξάρτητες στο διάστημα −∞<t<∞.  Επομέ-
νως η γενική λύση της (2.11) στην περίπτωση των ίσων ριζών είναι, 

abtabtabt etcctececty 2/
21

2/
2

2/
1 ][)( −−− +=+=  

Παράδειγμα 2.5  Να λυθεί το πρόβλημα αρχικής τιμής 04
d
d4

d
d

2

2

=++ y
t
y

t
y , y(0)=1, 

y′(0)=3.  

Λύση: Η χαρακτηριστική εξίσωση r2+4r+4=(r+2)2 έχει δύο ίσες ρίζες r1=r2=−2.  
Άρα, y(t)=(c1+c2t)e−2 t.  Οι σταθερές c1, c2 υπολογίζονται από τις αρχικές συνθήκες, 

y(0) =c1=1 
y′(0)=−2c1+c2=3⇒c2=5 

Άρα,  
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y(t)=(1+5t)e−2 t 

Παράδειγμα 2.6  Να λυθεί το πρόβλημα αρχικής τιμής 02
d
d2

d
d)1( 2

2
2 =−+− y

t
yt

t
yt ,  

y(0)=3, y΄(0)=−4, στο διάστημα −1<t<1. 
Λύση: Είναι εύκολο (;) να μαντέψουμε ότι y1(t)=t είναι μία λύση του προβλήματος.  
Θα χρησιμοποιήσουμε την μέθοδο του υποβιβασμού της τάξεως για να βρούμε μία 
δεύτερη λύση.  Διαιρώντας και τα δύο μέλη με (1−t2) ≠ 0, παίρνουμε την ισοδύναμη 
εξίσωση, 
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Από την (2.16),  
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και, ∫ +−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−=

−
= )1(1d1)( 2

2

2

2 tt
t

tt
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ttty  

είναι μία δεύτερη λύση του προβλήματος.  Επομένως, 

y(t)=c1t−c2(1+t2) 

Παρατηρούμε ότι όλες οι λύσεις είναι συνεχείς στο σημείο t=±1, παρ’ όλο που η 
(2.19) είναι ασυνεχής εκεί.  Φαίνεται λοιπόν ότι είναι δυνατόν οι λύσεις κάποιας δια-
φορικής εξίσωσης   να είναι συνεχείς σε σημεία που η διαφορική εξίσωση  είναι ασυ-
νεχής, παρ’ όλο που αυτό είναι σπάνιο φαινόμενο. 
Οι σταθερές c1, c2 υπολογίζονται από τις αρχικές συνθήκες, 

y(0)=−c2=3, y΄(0)=c1=−4 

Επομένως, 
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y(t)=−4t+3(1+t2) 

 2.3 Λύσεις γραμμικών ομογενών με δυναμοσειρές 

Ερχόμαστε τώρα στην γενική ομογενή γραμμική εξίσωση δευτέρας τάξεως, 

 D[y]= 0)(
d
d)(

d
d)( 2

2

=++ ytr
t
ytq

t
ytp  (2.20)

Όπου η p(t) δεν είναι μηδέν στο διάστημα α<t<β.  Αποδείχτηκε προηγουμένως ότι 
κάθε λύση y(t) της (2.20) μπορεί να γραφτεί στην μορφή y(t)=c1y1(t)+c2y2(t) όπου 
y1, y2 είναι δύο γραμμικά ανεξάρτητες λύσεις της (2.20).  Μέχρι τώρα, ασχοληθήκαμε 
με την περίπτωση όπου τα p, q και r είναι σταθερές.  Η επόμενη απλούστερη περί-
πτωση είναι όταν τα p, q και r είναι πολυώνυμα του t.  Στην περίπτωση αυτή η μορφή 
της διαφορικής εξίσωσης μας προτρέπει να δοκιμάσουμε μία πολυωνυμική λύση y(t).  
Αν η y(t) είναι πολυώνυμο του t, τότε οι τρεις συναρτήσεις p(t)y′′(t), q(t)y′(t), r(t)y 
είναι επίσης πολυώνυμα του t.  Επομένως, μπορούμε κατ’ αρχήν, να βρούμε μία πο-
λυωνυμική συνάρτηση y(t) εξισώνοντας τους συντελεστές του t στην παράσταση 
D[y] με μηδέν. 

Παράδειγμα 2.7  Να βρεθούν δύο γραμμικά ανεξάρτητες λύσεις της διαφορικής εξί-
σωσης, 
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y  (2.21)

Λύση: Θα προσπαθήσουμε να βρούμε δύο πολυωνυμικές λύσεις της (2.21).  Βέβαια  
δεν είναι προφανές, ποιός πρέπει να είναι ο βαθμός των πολυωνυμικών αυτών λύσε-
ων, ούτε αν ο βαθμός είναι πεπερασμένος.  Έτσι θέτουμε,  
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βλέπουμε ότι η y(t) είναι λύση της (2.21), αν 
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Γράφοντας τον πρώτο όρο σαν, 
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(επειδή οι δύο πρώτοι όροι της σειράς μηδενίζονται για n=0, 1), μπορούμε να ξανα-
γράψουμε την (2.22), 
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Εξισώνοντας το άθροισμα των συντελεστών των ομοίων δυνάμεων του t με μηδέν, 
παίρνουμε, 

(n+2)(n+1)αn+2−2nαn−2αn=0 

 ⇒
2

2
2 +
=+ n

aa n
n  (2.23)

Η εξίσωση (2.23) είναι μία αναδρομική σχέση για τους συντελεστές α0, α1, α2, ...  Ο 
συντελεστής αn ορίζει τον αn+2.  Επομένως, όλοι οι συντελεστές μπορούν να υπολογι-
στούν άμα καθορίσουμε τους α0, α1.  Οι α0, α1 εκλέγονται αυθαίρετα για την γενική 
λύση.  Για να βρούμε δύο λύσεις της (2.21) αρκεί να επιλέξουμε δύο αυθαίρετα ζευ-
γάρια συντελεστών α0, α1.  Οι απλούστερες τιμές είναι, 

 i) α0=1,  α1=0  ii) α0=0,  α1=1 
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i) Στη περίπτωση αυτή όλοι οι περιττοί συντελεστές είναι μηδέν.  Οι άρτιοι συ-
ντελεστές υπολογίζονται από τη (2.23), 
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κ.ο.κ.  Προχωρώντας επαγωγικά, 
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είναι μία λύση της (2.21). 
(ii) Στην περίπτωση αυτή, όλοι οι άρτιοι συντελεστές είναι μηδέν, ενώ οι περιττοί 
υπολογίζονται από τη (2.23) ως, 
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Προχωρώντας επαγωγικά βρίσκουμε, 
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Άρα η, 
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είναι μία δεύτερη λύση της (2.21). 
Παρατηρούμε ότι οι y1(t) και y2(t) είναι πολυώνυμα απείρου βαθμού, παρ’όλο που οι 
συντελεστές p(t)=1, q(t)=−2t και r(t)=−2 είναι πολυώνυμα πεπερασμένου βαθμού.  
Τα πολυώνυμα αυτά καλούνται δυναμοσειρές.  Πριν προχωρήσουμε, θα θυμίσουμε 
μερικές σχετικές έννοιες τους. 
1.  Η άπειρη σειρά, 
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καλείται δυναμοσειρά με κέντρο το t0. 
2. Όλες οι δυναμοσειρές έχουν ένα διάστημα ή ακτίνα σύγκλισης.  Αυτό σημαί-
νει ότι υπάρχει μη αρνητικός αριθμός ρ τέτοιος ώστε η άπειρη σειρά (2.24) συγκλίνει 
για ⏐t−t0⏐<ρ και αποκλίνει για ⏐t−t0⏐>ρ. 
3. Η άπειρη σειρά (2.24) μπορεί να παραγωγισθεί και να ολοκληρωθεί κατά όρο, 
και η νέα σειρά έχει την ίδια ακτίνα σύγκλισης. 
4. Η απλούστερη μέθοδος (αν έχει αποτέλεσμα) για να υπολογίσουμε την ακτίνα 
σύγκλισης της δυναμοσειράς (2.24) είναι η δοκιμασία Cauchy.  Ας υποθέσουμε ότι η 
απόλυτη τιμή του αn+1/αn τείνει προς κάποιο όριο λ όταν το n τείνει στο άπειρο.  Τότε 
η δυναμοσειρά (2.24) συγκλίνει για ⏐t−t0⏐<1/λ και αποκλίνει για ⏐t−t0⏐>1/λ. 

5. Το γινόμενο δύο δυναμοσειρών  είναι μία 

δυναμοσειρά της μορφής , όπου, 
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Το πηλίκο, 
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+++

tbtbb
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δύο δυναμοσειρών, είναι επίσης δυναμοσειρά αν b0≠0. 
6. Πολλές από τις συναρτήσεις f(t) που εμφανίζονται στις εφαρμογές μπορούν να 
αναπτυχθούν σαν δυναμοσειρές, δηλαδή μπορούμε να βρούμε συντελεστές α0, α1, 
α2,..., τέτοιους ώστε, 

 ∑
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=
−=

0
0 )()(

n

n
n ttatf  (2.25)

Οι συναρτήσεις αυτές καλούνται αναλυτικές στο t=t0, και η σειρά (2.25) καλείται 
σειρά Taylor του f(t) γύρω από το t=t0.  Μπορεί να δειχθεί εύκολα ότι αν η f(t) μπο-
ρεί να αναπτυχθεί έτσι, τότε αναγκαστικά,  
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Παράδειγμα 2.8 (α) Να βρεθούν δύο γραμμικά ανεξάρτητες λύσεις της, 
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(β) Να βρεθεί η λύση y(t) της (2.26) που ικανοποιεί τις αρχικές συνθήκες y(0)=2, 
y′(0)=3. 
Λύση: Ο λάθος τρόπος για να λυθεί το πρόβλημα αυτό είναι να αναπτύξουμε τις συ-

ναρτήσεις 22 1
1,

1
3

tt
t

++
σε δυναμοσειρές γύρω από το t=0.  Ο σωστός τρόπος είναι 

να πολλαπλασιάσουμε και τα δύο μέλη της (2.26) με (1+t2) για να πάρουμε την ισο-
δύναμη εξίσωση, 

D[y]= 0
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yt
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Ο τρόπος αυτός είναι πολύ απλούστερος γιατί οι πράξεις είναι πολύ ευκολότερες ό-
ταν οι συντελεστές της διαφορικής εξίσωσης (2.26) είναι πολυώνυμα απ’ ότι όταν εί-
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ναι δυναμοσειρές.  Θέτοντας, 
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υπολογίζουμε την, 
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Εξισώνοντας το άθροισμα των συντελεστών των ομοίων δυνάμεων του t με μηδέν 
έχουμε, 

(n+2)(n+1)αn+2+(n+1)2αn=0 

Άρα, 
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Η εξίσωση (2.27) είναι μία αναδρομική σχέση για τους συντελεστές α2, α3, ...  Για να 
βρούμε δύο γραμμικά ανεξάρτητες λύσεις της (2.26) διαλέγουμε τις δύο απλούστερες 
περιπτώσεις: 

(i) α0=1,  α1=0. 
Στη περίπτωση αυτή οι περιττοί συντελεστές είναι 0, ενώ οι άρτιοι υπολογίζονται 
από τη σχέση, 
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κ.ο.κ.  Προχωρώντας επαγωγικά, 
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Άρα, 
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είναι μία λύση της (2.26).  Ο λόγος του (n+1) όρου προς τον n είναι: 

)1(2
)12(

)12(31
!2

)!1(2
)12)(12(31 2

21

22

+
+−

=
−⋅⋅⋅⋅

×
+

+−⋅⋅⋅⋅
− +

+

n
tn

tn
n

n
tnn

n

n

n

n

 

και, 

2
2

)1(2
)12(lim t

n
tn

n
=

+
+−

∞→
 

Άρα, από την δοκιμασία Cauchy, η άπειρη σειρά (2.28) συγκλίνει για ⏐t⏐<1 και α-
ποκλίνει για ⏐t⏐>1. 
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(ii) α0=0 ,  α1=1. 
Στην περίπτωση αυτή όλοι οι άρτιοι συντελεστές είναι μηδέν και οι περιττοί συντε-
λεστές υπολογίζονται από τις σχέσεις, 
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κ.ο.κ.  Προχωρώντας επαγωγικά, 
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Άρα η, 
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είναι μία δεύτερη λύση της (2.26) και εύκολα επαληθεύεται ότι και η σειρά αυτή συ-
γκλίνει για ⏐t⏐<1.  Αυτό δεν πρέπει να μας εκπλήσσει, αφού οι σειρές Taylor γύρω 
από το t=0 των συναρτήσεων 3t/(1+t2), 1/(1+t2) συγκλίνουν για ⏐t⏐<1. 
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(b) Η λύση y1(t) ικανοποιεί την αρχική συνθήκη y(0)=1, y′(0)=0 ενώ η y2(t) ικανο-
ποεί τις y(0)=0, y′(0)=1.  Άρα, 

y(t)=2y1(t)+3y2(t) 

2.4 Η μη ομογενής εξίσωση 

Ας στρέψουμε τώρα την προσοχή μας στην μη ομογενή εξίσωση, 

 D[y]= )()(
d
d)(

d
d

2

2

tgytq
t
ytp

t
y

=++  (2.30)

όπου οι συναρτήσεις p(t), q(t), είναι συνεχείς στο ανοιχτό διάστημα α<t<β.  Ένα 
σημαντικό στοιχείο για να αντιληφθούμε την φύση των λύσεων της (2.30) μας δίνει η 
γραμμική δ.ε πρώτης τάξεως, 
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H γενική λύση της εξίσωσης αυτής είναι, 

2
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+= tcety  

Παρατηρούμε ότι η λύση αυτή είναι το άθροισμα δύο όρων: ο πρώτος όρος, , 
είναι η γενική λύση της ομογενούς εξίσωσης, 

2tce

 02
d
d =− ty

t
y  (2.32)

ενώ ο δεύτερος όρος, 1/2, είναι μία λύση της μη ομογενούς εξίσωσης.  Με άλλα λό-
για, κάθε λύση y(t) της (2.31) είναι το άθροισμα μίας συγκεκριμένης λύσης, ψ(t)=1/2, 

και της λύσης της ομογενούς εξίσωσης.  Παρόμοια κατάσταση επικρατεί και 
στην περίπτωση της διαφορικής εξίσωσης δευτέρας τάξεως, όπως δηλώνει και το ε-
πόμενο θεώρημα. 

2tce

Θεώρημα 2.5  Έστω y1(t), y2(t) δύο γραμμικά ανεξάρτητες λύσεις της ομογενούς ε-
ξίσωσης, 
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και έστω ψ(t) κάποια συγκεκριμένη λύση της μη ομογενούς εξίσωσης (2.30).  Τότε, 
κάθε λύση της (2.30) πρέπει να είναι της μορφής, 

y(t)=c1y1(t)+c2y2(t)+ψ(t) 

για κάποιες σταθερές c1, c2. 
Απόδειξη: Προφανώς, 

 D[y]=c1D[y1]+c2D[y2]+D[ψ]=g(t) 

Παρατηρούμε επίσης, ότι αν ψ1(t), ψ2(t) είναι δύο λύσεις της μη ομογενούς εξίσωσης 
(2.30), τότε, 
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D[ψ1−ψ2]=L[ψ1]−L[ψ2]=g(t)−g(t)=0 

Άρα, η ψ1(t)−ψ2(t) είναι λύση της ομογενούς εξίσωσης (2.33).  Έστω, τώρα ότι y(t) 
είναι κάποια λύση της (2.30).  Από τα παραπάνω συνεπάγεται ότι η συνάρτηση 
φ(t)=y(t)−ψ(t) είναι λύση της ομογενούς εξίσωσης (2.30).  Αλλά κάθε λύση της 
(2.20) είναι της μορφής φ(t)=c1y1(t)+c2y2(t).  Επομένως,  

y(t)=φ(t)+ψ(t)=c1y1(t)+c2y2(t)+ψ(t) 

Παρατήρηση: Το Θεώρημα 2.5 είναι εξαιρετικά χρήσιμο γιατί ανάγει το πρόβλημα της εύρεσης 
όλων των λύσεων της (2.30) στο απλούστερο πρόβλημα της εύρεσης της γενικής λύσης της ομογε-
νούς εξίσωσης (2.33) και μίας λύσης της μη ομογενούς εξίσωσης (2.30). 

Παράδειγμα 2.9  Να βρεθεί η γενική λύση της εξίσωσης  ty
t
y

=+2

2

d
d . 

Λύση: Οι συναρτήσεις y1(t)=συνt, y2(t)=ημt είναι δύο γραμμικά ανεξάρτητες λύσεις 
της αντίστοιχης ομογενούς εξίσωσης.  Επιπλέον, ψ(t)=t είναι μία συγκεκριμένη λύση.  
Επομένως, σύμφωνα με το Θεώρημα 2.5 κάθε λύση πρέπει να είναι της μορφής, 

y(t)=c1συνt+c2ημt+t 

Παράδειγμα 2.10  Τρεις λύσεις κάποιας μη ομογενούς γραμμικής διαφορικής εξί-
σωσης  δευτέρας τάξεως είναι οι ψ1(t)=t ,   ψ2(t)=t+et,   ψ3(t)=1+t+et.  Να βρεθεί 
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η γενική λύση της εξίσωσης αυτής. 

Λύση: Οι συναρτήσεις ψ2(t)−ψ1(t)=et και ψ3(t)−ψ2(t)=1 είναι λύσεις της αντί-
στοιχης ομογενούς εξίσωσης.  Επιπλέον οι συναρτήσεις αυτές είναι γραμμικά ανε-
ξάρτητες.  Επομένως κάθε λύση είναι της μορφής, 

y(t)=c1et+c2+t 

2.5 Η μέθοδος της «συνετής εικασίας» 

Η τεχνική της προηγούμενης ενότητας στηρίζεται στην εύρεση μίας, οποιασδήποτε 
λύσης της μη ομογενούς εξίσωσης.  Πώς όμως θα βρεθεί αυτή;  Στην ενότητα αυτή 
θα περιγράψουμε μία συστηματική μέθοδο για την εύρεση μίας συγκεκριμένης λύσης 
ψ(t) της μη ομογενούς εξίσωσης, 

 D[y]= )(
d
d

d
d

2

2

tgcy
t
yb

t
ya =++  (2.34)
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στις περιπτώσεις που η g(t) έχει κάποια ειδική μορφή. 
Ας θεωρήσουμε πρώτα την διαφορική εξίσωση, 

 D[y]= n
ntataacy

t
yb

t
ya +++=++ ...

d
d

d
d

102

2

 (2.35)

Ψάχνουμε για μία συνάρτηση ψ(t) τέτοια ώστε οι τρεις συναρτήσεις αψ′′, βψ′ και cψ 
να έχουν άθροισμα ένα δεδομένο πολυώνυμο βαθμού n.  Η προφανής εκλογή για την 
ψ(t) είναι ένα πολυώνυμο βαθμού n.  Θέτουμε λοιπόν, 

 ψ(t) =Α0+A1t+ ...  +Antn (2.36)

και υπολογίζουμε την παράσταση, 

D[ψ]=αψ′ ′(t)+bψ′(t)+cψ 
=α[2A2+... +n(n−1)Antn−2]+b[A1+... +nAntn−1]+c[A0+A1+... +Antn] 

= cAntn+(cAn−1+nbAn)tn−1 +…+ (cA0+bA1+2αΑ2) 

Εξισώνοντας τους συντελεστές των ομοίων δυνάμεων του t, παίρνουμε: 

cAn         =αn 

77 



Α. Πουλιέζος Διαφορικές εξισώσεις και εξισώσεις διαφορών
 

cAn−1+nbAn =αn−1 
 ... ...  ...  ...   

 cA0+bA1+2αΑ2=α0   (2.37)

Η πρώτη εξίσωση καθορίζει τον συντελεστή, 

Αn= an/c  για  c ≠ 0, 

και οι υπόλοιπες εξισώσεις μας δίνουν διαδοχικά τους συντελεστές Αn−1, ..., A0.   
Άρα η διαφορική εξίσωση (2.20) έχει μία συγκεκριμένη λύση της μορφής (2.36).  
Έχουμε προβλήματα όμως αν c=0 γιατί τότε η πρώτη εξίσωση της (2.37) δεν έχει λύ-
ση.  Η δυσκολία αυτή είναι όμως αναμενόμενη, γιατί αν c=0, τότε η D[ψ]=αψ′′+bψ′ 
είναι ένα πολυώνυμο βαθμού n−1, ενώ το δεξιό μέλος της (2.35) είναι βαθμού n.  Για 
να εξασφαλίσουμε ότι η αψ′′+bψ′ είναι βαθμού n, παίρνουμε την ψ βαθμού n+1, δη-
λαδή, 

 ψ(t) =t[A0+A1t+ ... +Antn] (2.38)
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Έχουμε παραλείψει τον σταθερό όρο στην (2.38), αφού y=σταθερά είναι λύση της 
ομογενούς εξίσωσης αψ′′+bψ′=0 κι έτσι μπορεί να αφειρεθεί από την ψ(t).  Οι συντε-
λεστές Α1, ..., An δίνονται μονοσήμαντα από την σχέση, 

αψ′ ′+bψ′=α0+α1t+... +αntn 

αν b≠0.  Στην περίπτωση τώρα που b=c=0, η διαφορική εξίσωση  (2.35) λύνεται εύ-
κολα ολοκληρώνοντας δύο φορές και παίρνοντας, 
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Σύνοψη: Η διαφορική εξίσωση  (2.35) έχει μία λύση ψ(t) της μορφής, 
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Παράδειγμα 2.11   Να βρεθεί μία συγκεκριμένη λύση ψ(t) της διαφορικής εξίσωσης 
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D[y]= 2
2

2

d
d

d
d ty

t
y

t
y

=++ . 

Λύση: Θέτουμε ψ(t)=A0+A1t+A2t2, και υπολογίζουμε την, 

D[ψ]=ψ′ ′(t)+ψ′(t)+ψ(t)=2A2+(A1+2A2t)+A0+A1t+A2t2= 
(A0+A1+2A2)+(A1+2A2)t+A2t2 

Εξισώνοντας συντελεστές ομοίων δυνάμεων, έχουμε, 

Α2=1,   A1+2A2=0 και A0+A1+2A2=0⇒A2=0  

Άρα, ψ(t)=−2t+t2 είναι μία συγκεκριμένη λύση. 
 
Ας θεωρήσουμε τώρα την διαφορική εξίσωση, 
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 D[y]= tn
n etataacy

t
yb

t
y λ)...(

d
d

d
d

102

2

+++=++a  (2.39)

Θα θέλαμε να απομακρύνουμε τον παράγοντα eλt από το δεξιό μέλος της (2.39) έτσι 
ώστε να την ανάγουμε στην εξίσωση (2.35).  Αυτό το πετυχαίνουμε θέτοντας 
y(t)=eλ tv(t).  Τότε, 

y′ =eλ t(v′+λv), y′ ′=eλ t(v′ ′+2λv′+λ2v) 

και, 

 D[y] =eλ t[αv′ ′+(2αλ+b)v′+(aλ2+bλ+c)v]  (2.40)

Επομένως η y(t)=eλtv(t) είναι μία λύση της (2.39) αν και μόνον αν, 

 n
ntataavcba

t
vba

t
va +++=+++++ ...)(

d
d)2(

d
d

10
2

2

2

λλλ  (2.41)

Για να βρούμε μία συγκεκριμένη λύση της (2.41) πρέπει να διακρίνουμε τρεις περι-
πτώσεις: 

 (i) αλ2+bλ+c≠0 

 (ii) αλ2+bλ+c=0,  2αλ+b≠0 
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 (iιi) αλ2+bλ+c=0,  2αλ+b=0 
Η πρώτη περίπτωση σημαίνει ότι το λ δεν είναι ρίζα της χαρακτηριστικής εξίσωσης 
αr2+br+c=0.  Μ’ άλλα λόγια η eλ t δεν είναι λύση της ομογενούς εξίσωσης D[y]=0.  
Η δεύτερη περίπτωση σημαίνει ότι το λ είναι μονή ρίζα της χαρακτηριστικής εξίσω-
σης.  Αυτό συνεπάγεται ότι η eλ t είναι μία λύση της ομογενούς εξίσωσης αλλά όχι η 
teλ t.  Τέλος, η τρίτη περίπτωση σημαίνει ότο το λ είναι διπλή ρίζα της χαρακτηριστι-
κής εξίσωσης κι έτσι οι eλ t και teλ t είναι λύσεις της ομογενούς εξίσωσης.  Επομένως 
η διαφορική εξίσωση  (2.41) έχει μία συγκεκριμένη λύση της μορφής, 
 (i) ψ(t)=(A0+... +Antn)eλ t 
 (ii) ψ(t)=t(A0+... +Antn)eλ t 
 (iii) ψ(t)=t2(A0+... +Antn)eλ t 
Παράδειγμα 2.12  Να βρεθεί η γενική λύση της διαφορικής εξίσωσης , 
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Λύση: Η χαρακτηριστική εξίσωση r2−4r+4=0 έχει ίσες ρίζες r1=r2=2.  Άρα, 
y1(t)=e2 t,  y2(t)=te2 t είναι λύσεις της αντίστοιχης ομογενούς εξίσωσης.  Για να 
βρούμε μία συγκεκριμένη λύση, θέτουμε y=e2 tv.  Τότε αναγκαστικά, 
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...1
d
d tt

t
v

+++=  

Ολοκληρώνοντας και τα δύο μέλη δύο φορές, και θέτοντας τις σταθερές της ολοκλή-
ρωσης ίσες με μηδέν, παίρνουμε, 
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Επομένως η γενική λύση είναι, 
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Παράδειγμα 2.13  Να βρεθεί μία συγκεκριμένη λύση ψ(t) της εξίσωσης, 

D[ψ]= tety
t
y

t
y 3
2

2

)1(2
d
d3

d
d

+=+−  
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Λύση: Στην περίπτωση αυτή η e3t δεν είναι λύση της αντίστοιχης ομογενούς διαφορι-
κής.  Επομένως θέτουμε ψ(t)=(A0+A1t)e3 t και βρίσκουμε, 

D[ψ]=ψ′ ′−3ψ′+2ψ 
=e3 t [(9A0+6A1+9A1t)−3(3A0+A1+3A1t)+2(A0+A1t)] 

=e3 t[(2A0+3A1)+2A1t] 

Απαλείφοντας τον κοινό συντελεστή e3t από τα L[ψ], (1+t)e3t, παίρνουμε, 

2A1t+2A0+3A1=1+t 

Άρα, 

2A1=1, 2A0+3A1=1
4
1,

2
1

01 −==⇒ AA  

© Α. Πουλιέζος 
 

και, tett 3

24
1)( ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−=ψ . 

 
Τέλος θεωρούμε τη διαφορική εξίσωση, 

 D[y]= cy
t
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t
ya ++

d
d

d
d

2

2

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

×+++=
wt

wt
tataa n

n
ημ

συν
)...( 10  (2.42)

Μπορούμε να μετατρέψουμε το πρόβλημα της εύρεσης μίας συγκεκριμένης λύσης 
ψ(t) της (2.42) στο απλούστερο πρόβλημα της εύρεσης μίας συγκεκριμένης λύσης 
της (2.39) με την βοήθεια του παρακάτω απλού αλλά εξαιρετικά χρήσιμου θεωρήμα-
τος. 
Θεώρημα 2.6  Έστω y(t)=u(t)+iv(t) μία μιγαδική λύση της εξίσωσης, 

 D[y]= )(i)()(
d
d

d
d

212

2

tgtgtgc
t
yb

t
ya +==++  (2.43)

όπου α, b, c πραγματικοί.  Τότε, 

D[u]=g1(t), D[v]=g2(t) 
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Η απόδειξη είναι προφανής (;). 
Τώρα έστω φ(t)=u(t)+iv(t) μία συγκεκριμένη λύση της διαφορικής εξίσωσης, 

 wtn
n etaacy

t
yb

t
ya i

02

2

)...(
d
d

d
d

++=++  (2.44)

Το πραγματικό μέρος του δεξιού μέλους της (2.44) είναι (α0+ ... +αntn)συνwt, ενώ 
το φανταστικό μέρος (α0+... +αntn)ημwt.  Επομένως η, 

u(t)=Re{φ(t)} 

είναι μία λύση της αy′ ′+by′+cy=(α0+ ... +αntn)συνwt ενώ η, 

v(t)=Im{φ(t)} 

είναι μία λύση της αy′ ′+by′+cy=(α0+ ... +αntn)ημwt. 
Παράδειγμα 2.14  Να βρεθεί μία συγκεκριμένη λύση ψ(t) της διαφορικής εξίσωσης, 
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. Πουλιέζ D[y]= tyy 2ημ4
td

d
2

2

=+  (2.45)

Λύση: Θα βρούμε την ψ(t) σαν το φανταστικό τμήμα μίας μιγαδικής λύσης φ(t) της 
διαφορικής εξίσωσης, 

 D[y]= tey
t
y i2
2

2

4
d
d

=+  (2.46)

Για το σκοπό αυτό παρατηρούμε ότι η χαρακτηριστική εξίσωση r2+4=0 έχει μιγαδι-
κές ρίζες r=±2i.  Επομένως η (2.46) έχει μία συγκεκριμένη λύση της μορφής 
φ(t)=Α0te2i t.  Υπολογίζοντας τις φ′(t)=A0(1+2it)e2i t , φ′ ′(t)=A0(4i−4t)e2i t  βλέ-
πουμε ότι, 

D[φ]=φ′ ′(t)+4φ(t)=4iA0e2i t 

Άρα 
4
i

i4
1

0 −==A , και, 
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)2iημ2συν(
4
i

4
i)( i2 ttttett t +−=−=φ  

Επομένως, 

ψ(t)=Im{φ(t)}=−(t/4)συν2t 

είναι μία συγκεκριμένη λύση της (2.45). 
Παράδειγμα 2.15  Να βρεθεί μία συγκεκριμένη λύση ψ(t) της διαφορικής εξίσωσης, 

 ty
t
y 2συν4

d
d

2

2

=+  (2.47)

Λύση: Από το Παράδειγμα 2.14 η, 

ttttt 2συν
4

i2ημ
4

)( −=φ  
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είναι μία μιγαδική λύση της (2.46).  Επομένως η, 

tttt 2ημ
4

)}(Re{)( == φψ  

είναι μία συγκεκριμένη λύση της (2.47). 
Παράδειγμα 2.16  Να βρεθεί μία συγκεκριμένη λύση ψ(t) της εξίσωσης, 

 D[y]= ttey
t
y

t
y t 2συν

d
d2

d
d

2

2

=++  (2.48)

Λύση: Παρατηρούμε ότι η tetσυνt είναι το πραγματικό τμήμα της te (1+ i ) t.  Επομένως 
μπορούμε να βρούμε την ψ(t) σαν το πραγματικό μέρος μίας μιγαδικής λύσης φ(t) 
της εξίσωσης, 

 D[y]=te (1+i ) t (2.49)

Για το σκοπό αυτό, παρατηρούμε ότι το 1+i δεν είναι ρίζα της χαρακτηριστικής εξί-
σωσης r2+2r+1=0.  Επομένως η (2.49) έχει μία χαρακτηριστική λύση φ(t) της μορ-
φής φ(t)=(Α0+A1t)e (1+i ) t.  Υπολογίζοντας την D[φ] και χρησιμοποιώντας την ταυ-
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τότητα, 

(1+i)2+2(1+i)+1=(2+i)2 

βλέπουμε ότι, 

[(2+i)2A1t+(2+i)2A0+2(2+i)A1]=t 

Εξισώνοντας συντελεστές ομοίων δυνάμεων του t, βρίσκουμε, 

(2+i)2A1=1, (2+i)A0+2A1=0 

απ’ όπου 3021 )i2(
2,

)i2(
1

+
−

=
+

= AA . 

Άρα, 
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Μετά από λίγη (!) άλγεβρα, 
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Επομένως, 
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Παρατήρηση: Η μέθοδος της συνετής εικασίας μπορεί επίσης να εφαρμοσθεί στην διαφορική εξί-
σωση, 

 D[y]= ∑
=

=++
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jetpcy
t
yb

t
ya
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)(
d
d

d
d  (2.50)

όπου τα pj(t), j=1, …, n είναι πολυώνυμα του t.  Έστω ψj(t) μία συγκεκριμένη λύση της διαφορικής 
εξίσωσης , 

D[y]=pj( t) ,  j=1, …, n  ta je
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τότε, 
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1
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είναι μία λύση της (2.50), αφού, 
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Έτσι για να βρούμε μία συγκεκριμένη λύση της διαφορικής εξίσωσης y ′ ′+y ′+y=et+tημ t ,  βρί-
σκουμε συγκεκριμένες λύσεις ψ1(t) και ψ2(t) των διαφορικών εξισώσεων y ′ ′+y ′+y=et , 
y ′ ′+y ′+y= tημ t  και τις προσθέτουμε. 

2.6 Η μέθοδος της μεταβολής των παραμέτρων 

Θα περιγράψουμε τώρα μία πολύ γενική μέθοδο για την εύρεση μίας συγκεκριμένης 
λύσης ψ(t) της μη ομογενούς διαφορικής εξίσωσης, 
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 D[y]= )()(
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tgytq
t
ytpy
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t

όταν ξέρουμε την γενική λύση της αντίστοιχης ομογενούς, 

 D[y]= 0)(
d
d)(

d
d

2

2

=++ ytq
t
ytp

t
y  (2.52)

Έστω y1(t), y2(t) δύο γραμμικά ανεξάρτητες λύσεις της (2.52).  Θα προσπαθήσουμε 
να βρούμε μία συγκεκριμένη λύση ψ(t) της (2.51) στην μορφή, 

 ψ(t)=u1(t)y1(t)+u2(t)y2(t) (2.53)

Εκ πρώτης όψεως αυτό ίσως φαίνεται λίγο ανόητο, αφού αντικαθιστούμε το πρόβλη-
μα της εύρεσης μίας άγνωστης συνάρτησης ψ(t) με το φαινομενικά δυσκολότερο 
πρόβλημα της εύρεσης δύο αγνώστων συναρτήσεων u1(t), u2(t).  Θα φανεί όμως στη 
συνέχεια ότι αν προχωρήσουμε σωστά θα μπορέσουμε να βρούμε τις u1(t), u2(t) στις 
λύσεις δύο καλών διαφορικών εξισώσεων  πρώτης τάξεως.  Αυτό το επιτυγχάνουμε 
ως εξής: 
Κατ’ αρχή παρατηρούμε ότι η διαφορική εξίσωση  (2.51) είναι μία συνθήκη που 
πρέπει να ικανοποιούν οι u1(t), u2(t).  Εχουμε λοιπόν κάποια «ελευθερία» στην εκλο-
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γή τους.  Ο στόχος μας είναι να θέσουμε μία ακόμη συνθήκη τέτοια που να κάνει την 
παράσταση D[u1y1+u2y2] όσο πιο απλή γίνεται.  Υπολογίζοντας την, 

][][][
d
d)(

d
d

221122112211 yuyuyuyuyuyu
t

t
t

′+′+′+′=+=ψ  

βλέπουμε ότι η 2

2

d
d

t
ψ  και επομένως και η D[ψ], δεν θα περιέχει παραγώγους δευτέρας 

τάξεως των u1, u2 αν, 

 y1(t) 1u′ (t)+ y2(t) 2u′ (t)=0 (2.54)

Θέτουμε λοιπόν την συνθήκη (2.54) ως την δεύτερη συνθήκη για τις u1, u2, και παίρ-
νουμε, 

D[ψ]=[u1 +u2 ]′+p(t)[u11y′ 2y′ 1y′+u2 2y′ ]+q(t)[u1y1+u2y2] 

2u′ 2y′ +u1[ +p(t)1y ′′ 1y′+q(t)y1]+u2[ 2y ′′ +p(t) +q(t)y2]= 2y′= +1u′ 1y′

© Α.  Πουλιέζος
= 1u′ 1y′+ 2u′ 2y′  

 
αφού D[y1]=D[y2]=0.  Επομένως, η (2.69) είναι λύση της (2.51) αν οι u1(t), u2(t) ικα-
νοποιούν τις παρακάτω συνθήκες: 

y1(t) 1u′ (t)+ y2(t) 2u′ (t)=0 

1u′ (t) 1y′ (t)+ 2u′ (t) 2y′ (t)=g(t) 

Σε μορφή πινάκων, 
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 (2.55)

Τέλος οι u1(t), u2(t) βρίσκονται ολοκληρώνοντας τα δεξιά μέλη της (2.55). 
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Παρατήρηση:  Η γενική λύση της ομογενούς διαφορικής εξίσωσης (2.4) είναι η 
y( t)=c1y1( t)+c2y2( t).  Θεωρώντας ότι τα c1, c2 μπορούν να μεταβάλλονται με τον χρόνο, παίρ-
νουμε μία λύση της μη ομογενούς εξίσωσης.  Γι’ αυτό η μέθοδος αυτή είναι γνωστή σαν μέθοδος 
μεταβολής των παραμέτρων. 

Παράδειγμα 2.17  Να βρεθεί μία συγκεκριμένη λύση ψ(t) της διαφορικής εξίσωσης, 

 ty
t
y εφ

d
d

2

2

=+  (2.56)

στο διάστημα −π/2<t<π/2, και να βρεθεί η λύση y(t) που ικανοποιεί τις αρχικές 
συνθήκες y(0)=1 ,  y′(0)=1. 
Λύση: Οι συναρτήσεις y1(t)=συνt ,  y2(t)=ημt είναι δύο γραμμικά ανεξάρτητες λύσεις 
της y′′+y=0 και  w[y1, y2]=συνtσυνt−(−ημt)ημt=1.  Έτσι από την (2.55), 

 1u′ (t)=−εφt ημt, 2u′ (t)=εφt συνt (2.57)

Ολοκληρώνοντας τη πρώτη εξίσωση παίρνουμε, 
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ενώ ολοκληρώνοντας τη δεύτερη, 

∫∫ −==⋅= tttttttu συνdημdσυνεφ)(2  

Επομένως η, 

ψ(t)=συνt[ημt−ln(τεμt+εφt)]+ημt(−συνt)=−συνt⋅ln[τεμt+εφt] 

είναι μία συγκεκριμένη λύση της (2.56) στο διάστημα −π/2<t<π/2. 
Η γενική λύση της (2.56) δίνεται από τη σχέση,  

ψ(t)=c1συνt+c2ημt−συνt⋅ln(τεμt+εφt) 

Από τις αρχικές συνθήκες, 
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2.7 Εφαρμογές: μηχανικές ταλαντώσεις 

Στην εφαρμογή αυτή θα θεωρήσουμε την κίνηση μιας μικρής μάζας m που είναι συν-
δεδεμένη στο άκρο ελαστικού ελατηρίου μήκους l το οποίο κρέμεται από ένα στερεό 
στήριγμα (Σχ. 2.1). 

©  
 

 Α. Πουλιέζος

 
Σχήμα 2.1 

Το ελαστικό ελατήριο έχει την ιδιότητα να ασκεί μία δύναμη επαναφοράς kΔl όταν 
τεντώνεται ή συμπιέζεται κατά ένα μικρό μήκος Δl.  Η σταθερά k καλείται σταθερά 
ελατηρίου, και είναι ένα μέτρο της σκληρότητας του ελατηρίου.   
Επιπρόσθετα, η κίνηση του ελατηρίου και της μάζας μπορεί να δυσχεραίνεται από 
ένα αποσβεστήρα κραδασμών.  Για παράδειγμα τα αμορτισέρ των αυτοκινήτων είναι 
ένα τέτοιο σύστημα. 
Για να υπολογίσουμε την κίνηση της μάζας m, είναι βολικότερο να μετράμε την από-
σταση από το σημείο ισορροπίας της μάζας.  Όταν η μάζα ισορροπεί, το βάρος mg 
είναι ισοδύναμο με την δύναμη επαναφοράς.  Επίσης θεωρούμε σαν θετική την φορά 
προς τα κάτω.  Για να βρούμε την θέση y(t) της μάζας στον χρόνο t, πρέπει να υπο-
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λογίσουμε την συνολική δύναμη που ασκείται στην μάζα.  Η δύναμη αυτή είναι το 
άθροισμα τεσσάρων ξεχωριστών δυνάμεων W, R, D, F. 
(i) Η δύναμη W=mg είναι το βάρος της μάζας και είναι θετική. 
(ii) Η δύναμη R είναι η δύναμη επαναφοράς και είναι ανάλογη προς την επιμήκυνση 

ή σύμπτηξη Δl+y του ελατηρίου.  Αν, Δl+y > 0 τότε R < 0 και αντίστροφα, άρα, 
R=k(Δl+y). 

(iii) Η δύναμη D είναι η δύναμη αντίστασης που ασκεί ο αποσβεστήρας.  Η δύναμη 
αυτή είναι πάντα αντίθετη προς την διεύθυνση της κίνησης και συνήθως ανάλο-

γη προς την ταχύτητα.  Δηλαδή, 
t
ycD

d
d

−= . 

(iv) Η δύναμη F είναι εξωτερική δύναμη και είναι συνάρτηση του χρόνου.   Μπορεί 
να είναι θετικής ή αρνητικής φοράς. 

Από τον δεύτερο νόμο της κίνησης του Νεύτωνα: 
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+−−=

+−+Δ−=

+++=

  

αφού mg=kΔl.  Επομένως, η θέση y(t) της μάζας ικανοποιεί την γραμμική διαφορική 
εξίσωση  δευτέρας τάξεως, 

 )(
d
d

d
d

2

2

tFky
t
yc

t
ym =++  (2.58)

όπου m, c, k είναι μη αρνητικές σταθερές.  Θα εξετάσουμε τέσσερις περιπτώσεις: 

(α) Ελεύθερη ταλάντωση χωρίς απόσβεση 

Αυτή είναι η απλούστερη περίπτωση ελεύθερης κίνησης χωρίς απόσβεση.  Στην πε-
ρίπτωση αυτή η (2.58) γίνεται, 

0
d
d

2

2

=+ ky
t
ym  

ή, 
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 0
d
d 2

02

2

=+ y
t
y ω  (2.59)

όπου
m
k

=2
0ω  .  Η γενική λύση της (2.59) είναι, 

 tctcty 0201 ημσυν)( ωω +=  (2.60)

Για να αναλύσουμε την λύση (2.60), είναι καλύτερα να την ξαναγράψουμε σαν συ-
νάρτηση ενός συνημιτόνου.  Αυτό μπορεί να γίνει με την βοήθεια του τύπου, 

)(συνημσυν 00201 δωωω −=+ tRtctc  

όπου, R=( )1/2, δ=εφ−1(c2/c1). 2
2

2
1 cc +

Επομένως, η (2.60) γίνεται, 

© Α. Πουλιέζος 
 )(συν)( 0 δω −= tRty  (2.61)

 
Στο Σχ. 2.2, απεικονίζεται η (2.61).  Παρατηρούμε ότι η y(t) είναι πάντα μεταξύ −R 
και R και ότι είναι περιοδική - επαναλαμβάνεται κάθε 2π/ω0.  Ο τύπος της κίνησης 
αυτής καλείται απλή αρμονική κίνηση.  Το R είναι το εύρος της κίνησης, δ η γωνία 
φάσης, T0=2π/ω0 η φυσική περίοδος και ω0=(k/m)1/2 η φυσική συχνότητα του συ-
στήματος. 
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2π/ω0 

y(t)

t 

R 

-R

0 

 
Σχήμα 2.2 

(β) Ελεύθερη ταλάντωση με απόσβεση 
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Εάν συμπεριλάβουμε την επίδραση της απόσβεσης, η διαφορική εξίσωση  που ικα-
νοποιεί η κίνηση της μάζας, είναι η, 

 0
d
d

d
d

2

2

=++ ky
t
yc

t
ym  (2.62)

Οι ρίζες της χαρακτηριστικής εξίσωσης της (2.62) είναι οι, 

m
kmccr

2
)4( 2/12

2,1
−±−

=  

και επομένως υπάρχουν τρεις περιπτώσεις, αναλόγως με την τιμή της διακρίνουσας 
c2−4km. 

(i) c2−4km>0.  Στην περίπτωση αυτή οι r1, r2 είναι αρνητικές αφού c, m, k >0 και 
c>(c2−4km)1/2.  Η λύση y(t) είναι της μορφής, 

 trtr ececty 21
21)( +=  (2.63)

Η περίπτωση αυτή καλείται υπεραποσβεσμένη.  Ανάλογα με τις αρχικές συνθήκες 
είναι πιθανόν η μάζα να υπερβεί την θέση ισορροπίας, αλλά μόνο μία φορά, και στη 
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συνέχεια επανέρχεται στη θέση ισορροπίας της.  Επειδή σαν θέση ισορροπίας λαμ-
βάνουμε την y(t)=0, από την (2.63), 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=−⇒

−=⇒

−=⇒

=+=

−

1

2
21

1

2)(

21

21

ln)(

0)(

21

21

21

c
ctrr

c
ce

ecec

ececty

trr

trtr

trtr

 

Άρα, αν −c2/c1 ≤ 0, η μάζα δεν διασχίζει την θέση ισορροπίας.  Επίσης, αφού r1, 
r2<0, η y(t) τείνει στο μηδέν όταν το t τείνει στο άπειρο. 

(ii) c2 − 4km=0.  Στην περίπτωση αυτή, η y(t) είναι της μορφής, 

 tmcetccty )2/(
21 )()( −+=  (2.64)

© Α. Πουλιέζος 
Η κατάσταση αυτή καλείται κρίσιμα αποσβεσμένη.  Όπως και προηγούμενα, το σώ-
μα επανέρχεται στην θέση ισορροπίας αφού την διασχίσει το πολύ μία φορά.   
Πράγματι, 

 

y(t)=0=(c1+c2t)e (−c /2m ) t⇒ c1+c2t=0⇒t=−c1/c2 

που πρέπει να είναι θετικός αριθμός για να ισχύει.  Και στις δύο περιπτώσεις, η γρα-
φική παράσταση φαίνεται στο Σχ. 2.3. 
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0 

y(t) 

t 

-c1/c2<0

-c1/c2>0 

 
Σχήμα 2.3 

(iii) c2−4k < 0.  Στην περίπτωση αυτή η y(t) είναι, 
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 y(t)=e−c t /2m[c1συνμt+c2ημμt] (2.65)

όπου 
m
ckm

2
)4( 2/12−

=μ . 

Γράφοντας την (2.65) σαν συνάρτηση ενός συνημιτόνου, 

y(t)=Re−c t /2mσυν(μt−δ) 

Η περίπτωση αυτή καλείται υποαποσβεσμένη κίνηση και αντιπροσωπεύει μία απο-
σβεσμένη ταλάντωση, είναι δηλαδή μία συνημιτονοειδής καμπύλη με μειούμενο εύ-
ρος, όπως φαίνεται και στο Σχ. 2.4.  Παρατηρούμε ότι η κίνηση της μάζας σταματάει 
τελικά, αν υπάρχει απόσβεση στο σύστημα.  Με άλλα λόγια οποιαδήποτε αρχική δια-
ταραχή, σταθεροποιείται τελικά από τον συντελεστή απόσβεσης.  Αυτή είναι και η 
αιτία που παρόμοια συστήματα έχουν μεγάλη πρακτική εφαρμογή. 
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y(t) 
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y( t)=Re - c t / 2 m

y( t)=−Re -c t / 2 m

 
Σχήμα  2.4 

© Α. Πουλιέζος (γ) Ταλάντωση υπό την επίδραση δύναμης 

 
Αν τώρα εισάγουμε κάποια εξωτερική δύναμη F(t)=F0συνωt, τότε η διαφορική εξί-
σωση  που διέπει την κίνηση είναι η, 

 tFky
t
yc

t
ym ωσυν

d
d

d
d

02

2

=++  (2.66)

Με την μέθοδο της λογικής εικασίας μία συγκεκριμένη λύση βρίσκεται σαν το πραγ-
ματικό μέρος μίας λύσης της, 

 teFky
t
yc

t
ym ωi

02

2

d
d

d
d

=++  (2.67)

Υποθέτοντας ότι ψ(t)=(A+iB)e iω t, βρίσκουμε, αντικαθιστώνας στην (2.67), 

0
2 )i(i)i()i( FBAkBAcBAm =+++++− ωω  
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Άρα, 

ψ(t)=(A+iB)(συνωt+iημωt)=Aσυνωt−Bημωt+i(Bσυνωt+Aημωt) 

και, Re{ψ(t)}=Ασυνωt−Bημωt (2.68)

]ημσυν)[(
)(

2
2222

0 tctmk
cmk

F ωωωω
ωω

+−
+−

=  

)συν(ω])[(
)(

2/12222
2222

0 δωω
ωω

−+−
+−

= tcmk
cmk

F  
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 [ ] )συν(
)(

2/12222
0 δω

ωω
−

+−
= t

cmk

F

)

 (2.69)

όπου εφδ=cω/(k−mω2).   Άρα κάθε λύση y(t) της (2.67) είναι της μορφής 

y(t)=φ(t)+ψ(t) (συν)( δωφ −′+= tRt  

όπου φ(t) είναι η λύση της αντίστοιχης ομογενούς.  Όπως όμως έχουμε ήδη δει, κάθε 
λύση φ(t) της (2.62) τείνει στο μηδέν.  Επομένως για μεγάλα t, η εξίσωση y(t)=ψ(t) 
περιγράφει με ακρίβεια τη θέση της μάζας m.  Για τον λόγο αυτό, η ψ(t) καλείται 
σταθερή κατάσταση της λύσης, ενώ η φ(t) μεταβατική. 
Είναι φανερό από την (2.69) ότι η σταθερή κατάσταση είναι μία συνημιτονοειδής 
καμπύλη ανάλογη της (2.61) με εύρος, 

 2/12222
0

])[( ωω cmk
FR
+−

=′  (2.70)

και γωνία φάσεως, 
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Από την (2.70) φαίνεται ότι αυξάνοντας τον συντελεστή απόσβεσης μειώνουμε το 
εύρος της ταλάντωσης της σταθερής κατάστασης και αντίστροφα.  Συνοψίζοντας, η 
απόκριση του συστήματος είναι και αυτή αρμονική με την ίδια συχνότητα της επι-
δρούσας δυνάμεως.  Υπάρχει, όμως μία διαφορά φάσεως που εξαρτάται από τα χα-
ρακτηριστικά του συστήματος και την συχνότητα της επιδρούσας δυνάμεως. 

(δ) Ελεύθερη ταλάντωση υπό την επίδραση δύναμης 

Αν αφαιρέσουμε την απόσβεση από το σύστημα, η διαφορική εξίσωση  που διέπει 
την βεβιασμένη κίνηση της μάζας είναι η, 

 
m
kωt

m
Fy
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y

==+ 2
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,συν
d
d ωω  (2.71)

Η περίπτωση ω≠ω0 δεν έχει ενδιαφέρον.  Κάθε λύση της (2.71) είναι της μορφής, 
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Ftctcty ω
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ημσυν)( 22
0

0
0201 −
++=  

και προκύπτει από την (2.70) αν θέσουμε c=0.  Η λύση αυτή είναι άθροισμα δύο πε-
ριοδικών συναρτήσεων με διαφορετικές περιόδους.  Η ενδιαφέρουσα περίπτωση 
προκύπτει όταν ω=ω0, δηλαδή όταν η συχνότητα ω της εξωτερικής επίδρασης είναι 
ίση με την φυσική συχνότητα του συστήματος.  Η κατάσταση αυτή καλείται περί-
πτωση συντονισμού, και η διαφορική εξίσωση  της είναι η, 

 t
m
Fy

t
y

0
02

02

2

συν
d
d ωω =+  (2.72)

Όπως και προηγούμενα, θα βρούμε μία συγκεκριμένη λύση της (2.72) σαν το πραγ-
ματικό μέρος μίας μιγαδικής λύσης ψ(t) της εξίσωσης, 

 te
m
Fy

t
y 0i02

02

2

d
d ωω =+  (2.73)

Επειδή η είναι λύση της αντίστοιχης ομογενούς, δοκιμάζουμε την, te 0iω
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Άρα, η γενική λύση της (2.73), είναι, 

 t
m

tFtctcty 0
0

0
0201 ημ

2
ημσυνω)( ω

ω
ω ++=  (2.74)
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Τώρα, το άθροισμα των δύο πρώτων όρων της (2.74) είναι περιοδική συνάρτηση.  Ο 
τρίτος όρος όμως, παριστά μία ταλάντωση με αυξανόμενο εύρος (Σχ. 2.5).  Άρα αν η 
δύναμη που επενεργεί στο σύστημα βρίσκεται σε συντονισμό με αυτό, προκαλεί τα-
λαντώσεις χωρίς όριο.  Το φαινόμενο αυτό εξηγεί την κατάρρευση γεφυρών, όπως 
αυτής της Tacoma, και πολλές άλλες μηχανικές καταστροφές. 
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Σχήμα  2.5  Γράφημα της Atημω0 t  

© Α. Πουλιέζος 2.8 Ασκήσεις 

 1. Να λυθεί το πρόβλημα αρχικής τιμής 0)0(,1)0(,02
d
d

d
d 2

2

2

=′==++ yyty
t
yty . 

t
2. Τρεις λύσεις μίας μη ομογενούς διαφορικής εξίσωσης   δευτέρας τάξεως είναι οι 

1)1()(,1)(,1)(
222

321 ++==+=+= ttt etttetet ψψψ .  Να βρεθεί η γενική 
λύση. 

3. Έστω σταθερές  a, b, c>0.  Δείξτε ότι  η  διαφορά  δύο οποιωνδήποτε λύσεων 
της ay′ ′+by′+cy=g(t) τείνει στο μηδέν καθώς το t τείνει στο άπειρο. 

4. Να λυθούν οι διαφορικές εξισώσεις 

 α. y′ ′+3y=t3−1 

 β. y′ ′+y′+y=1+t+t2 
5. Έστω y(t) η λύση του προβλήματος αρχικής τιμής 

Vyyy
t
y

t
y

=′==++ )0(,1)0(,06
d
d5

d
d

2

2

.  Για ποια τιμή του V η y(t) παραμένει 

μη αρνητική για κάθε t ; 
6. Να λυθούν τα προβλήματα αρχικής τιμής: 
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8. Να λυθούν τα προβλήματα αρχικής τιμής: 
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 γ.  0)0()0(,)1(23 2/1 =′=+=+′−′′ yytyyy

9. Να λυθεί η διαφορική εξίσωση  y′ ′+y=τεμt  στο διάστημα −π/2 < t < π/2. 
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3 ∆ιαφορικές εξισώσεις ανωτέρων τάξεων 

3.1 Εισαγωγή 

Στο κεφάλαιο αυτό θα πούμε μερικά πράγματα για τις διαφορικές εξισώσεις ανωτέ-
ρων τάξεων.  Η θεωρία είναι ανάλογη με αυτή των εξισώσεων δευτέρας τάξεως. 
Ορισμός 3.1  Η εξίσωση, 
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καλείται γενική ομογενής διαφορική εξίσωση n-οστής τάξεως.  Η διαφορική εξί-
σωση  (3.1) μαζί με τις αρχικές συνθήκες, 

 )1(
00

)1(1
0000 )(...,,)(,)( −− ==′= nn ytyytyyty  (3.2)
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καλείται πρόβλημα αρχικής τιμής. 
Γενικεύοντας λοιπόν την προηγούμενη θεωρία, προκύπτουν τα παρακάτω: 

 Θεώρημα 3.1  Έστω y1(t), y2(t),..., yn(t) n γραμμικά ανεξάρτητες λύσεις της (3.1).  
Τότε κάθε λύση της (3.1) είναι της μορφής, 

 y(t)=c1y1(t)+c2y2(t)+ ... +cnyn(t) (3.3)

(Γενίκευση του Θεωρήματος 2.2). 
Για να βρούμε n γραμμικά ανεξάρτητες λύσεις της (3.1) όταν οι συντελεστές aj(t), 
j=1, …, n είναι σταθερές, υπολογίζουμε την, 

 D[ert]=(anrn+an−1rn−1+ ... +a0)ert (3.4)

Αυτό σημαίνει ότι η ert είναι μία λύση της (3.1) αν και μόνον αν το r είναι ρίζα της 
χαρακτηριστικής εξίσωσης, 

 anrn+an−1rn−1+... +a0=0 (3.5)

Επομένως αν η (3.5) έχει τις διακεκριμένες ρίζες r1, ..., rn τότε η γενική λύση της 
(3.1) είναι, 
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tr
n

trtr necececty +++= ...)( 21
21  

Αν rj=aj+ibj είναι μία μιγαδική λύση της (3.5), τότε, 

tbeetu j
tatr jj συν}Re{)( == ,  tbeetv j

tatr jj ημ}Im{)( ==

είναι δύο πραγματικές λύσεις της (3.1).  Τέλος, αν η r1 είναι ρίζα πολλαπλότητας k, 
δηλαδή, 

anrn+... +a0=(r−r1)kq(r) 

όπου q(r)≠0, τότε ,  είναι k γραμμικά ανεξάρτητες λύσεις της 
(

tre 1 trktr ette 11 1,, −…
3.1).  Αποδεικνύουμε τον τελευταίο αυτό ισχυρισμό ως εξής:  
Παρατηρούμε από την (3.4) ότι, 

D[ert]=(r−r1)kq(r)ert 
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 αν η r1 είναι ρίζα πολλαπλότητας k.  Επομένως, 
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= 0,  for 1≤j<k 

Άρα , j=1, …, k−1 είναι λύσεις της (trjetty 1)( = 3.1).  Για να αποδείξουμε ότι είναι 
γραμμικά ανεξάρτητες θεωρούμε την συνάρτηση, 

trn
n

trrr etteetz 111 1
21 ...)( −+++= λλλ trn

n ett 1)...( 1
21

−+++= λλλ  

Για να υπάρχει εξάρτηση θα πρέπει z(t)=0.  Επειδή 01 ≠tre , η παράσταση μέσα στην 
παρένθεση πρέπει να είναι ταυτόσημη με μηδέν, πράγμα αδύνατον αν λ i≠0, i=1, …, 
n. 
Παράδειγμα 3.1   Να βρεθεί η γενική λύση της εξίσωσης, 

 0
d
d

4

4

=+ y
y

y  (3.6)
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Λύση:   Η χαρακτηριστική εξίσωση είναι  r4+1=0.   Βρίσκουμε τις ρίζες, από το γε-
γονός ότι 

 −1=e iπ=e3iπ=e5iπ=e7iπ 

Άρα τα, 
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είναι 4 λύσεις της εξίσωσης r4+1=0.  Οι ρίζες r3, r4 είναι οι συζυγείς της r2, r1 αντί-
στοιχα.  Επομένως, 
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2
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ημ t  

 

και 
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⎡ += − i

2
συν2/2 tee ttr

⎥⎦
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2
ημ t  

είναι δύο μιγαδικές λύσεις της (3.6), πράγμα που σημαίνει ότι οι, 

2
)(,

2
)( 2/

2
2/

1
tetytety tt ημ=συν=  

2
ημ)(,

2
συν)( 2/

4
2/

3
tetytety tt −− ==  

είναι 4 πραγματικές, γραμμικά ανεξάρτητες λύσεις της (3.6).  Επομένως, η γενική 
λύση της (3.6) είναι η, 
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Παράδειγμα 3.2  Να βρεθεί η γενική λύση της εξίσωσης, 

 0
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t
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t
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t
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t
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Λύση:   Η χαρακτηριστική εξίσωση της (3.7) είναι η, 

r4−3r3+3r2−r=r(r−1)3=0 

Οι ρίζες της είναι r1= 0, r2=1 (τριπλή).  Επομένως η γενική λύση είναι, 

y(t)=c1+(c2+c3t+c4t2)et 

Η θεωρία για την μη ομογενή διαφορική εξίσωση, 
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 0)(,)()(...
d
d)(][ 0 ≠=++= tatfta

t
ytay nn
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nD  (3.8)

είναι επίσης ανάλογη με την θεωρία της μη ομογενούς διαφορικής εξίσωσης δευτέ-
ρας τάξεως.  Τα θεωρήματα που ακολουθούν είναι ευθείες γενικεύσεις των αντίστοι-
χων θεωρημάτων για τις εξισώσεις δευτέρας τάξεως. 
Θεώρημα 3.2  Η διαφορά οποιωνδήποτε δύο λύσεων της μη ομογενούς εξίσωσης 
(3.8) είναι λύση της ομογενούς εξίσωσης (3.1). 
Θεώρημα 3.3  Έστω ψ(t) μία συγκεκριμένη λύση της μη ομογενούς εξίσωσης (3.8) 
και έστω y1(t), ..., yn(t), n ανεξάρτητες λύσεις της ομογενούς εξίσωσης (3.1).  Τότε 
κάθε λύση y(t) της (3.8) είναι της μορφής, 

y(t)=ψ(t)+c1y1(t)+ ... +cnyn(t) 

για κάποιες σταθερές c1, ..., cn. 
Η μέθοδος της συνετής εικασίας έχει εφαρμογή και στην διαφορική εξίσωση n τάξε-
ως, 
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100 +++=++  (3.9)

Επαληθεύεται εύκολα ότι η διαφορική εξίσωση (3.9) έχει μία συγκεκριμένη λύση 
ψ(t) της μορφής, 

ψ(t)=[c0+c1t+ ... +cktk]eλ t 

αν η eλt δεν είναι λύση της ομογενούς εξίσωσης, και, 

ψ(t)=t j[c0+c1+ ... +cktk]eλ t 

αν η t j−1eλ t είναι μεν λύση της ομογενούς εξίσωσης, αλλά η t j eλt δεν είναι. 
Παράδειγμα 3.3  Να βρεθεί μία συγκεκριμένη λύση ψ(t) της διαφορικής εξίσωσης, 

 tey
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t
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yyL =+++=
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 (3.10)
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Λύση:   Η χαρακτηριστική εξίσωση r3+3r2+3r+1=(r+1)3 έχει τριπλή ρίζα την 
r=−1.  Επομένως η et δεν είναι λύση της ομογενούς εξίσωσης και η (3.10) έχει μία 
συγκεκριμένη λύση της μορφής ψ(t)=Aet.  Υπολογίζοντας την D[ψ]=8Aet=et, 
βλέπουμε ότι Α=1/8.  Άρα, 

tet
8
1)( =ψ  

είναι μία συγκεκριμένη λύση της (3.10). 

3.2 Συστήματα διαφορικών εξισώσεων 

Στο κεφάλαιο αυτό θα εξετάσουμε συστήματα διαφορικών εξισώσεων πρώτης τάξε-
ως πολλών μεταβλητών, δηλαδή εξισώσεις της μορφής, 
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ή σε διανυσματική μορφή, 

 ),(
d
d xfx t

t
=  (3.12)

όπου x, f είναι διαστάσεων (n×1). 
Λύση του συστήματος διαφορικών εξισώσεων (3.12) είναι κάποια διανυσματική συ-
νάρτηση x(t) που να ικανοποιεί την (3.12).  Για παράδειγμα η συνάρτηση, 
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είναι μία λύση του συστήματος, 
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αφού, ⎥
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Εκτός της εξίσωσης (3.12) θα έχουμε συχνά αρχικές συνθήκες της μορφής, 

 x(t0)=x0 (3.13)

Για παράδειγμα η,  
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είναι λύση του προβλήματος αρχικής τιμής, 
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Η εξίσωση (3.12) συνήθως αναφέρεται σαν σύστημα n διαφορικών εξισώσεων 
πρώτης τάξεως.  Εξισώσεις της μορφής αυτής ανακύπτουν αρκετά συχνά σε προ-
βλήματα βιολογίας και φυσικής και συνήθως περιγράφουν πολύπλοκα συστήματα 
αφού η μεταβολή της μεταβλητής xj εξαρτάται από την τιμή όλων των υπολοίπων με-
ταβλητών.  Τα συστήματα διαφορικών εξισώσεων πρώτης τάξεως ανακύπτουν επί-
σης και από διαφορικές εξισώσεις ανωτέρων τάξεων μίας μεταβλητής y(t).  Κάθε δι-
αφορική εξίσωση  n τάξεως μίας μεταβλητής y(t) μπορεί να μετατραπεί σε σύστημα n 
διαφορικών εξισώσεων  πρώτης τάξεως με μεταβλητές τις, 
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Τα παραδείγματα που ακολουθούν δείχνουν πώς γίνεται αυτό. 
Παράδειγμα 3.4   Μετατρέψτε την διαφορική εξίσωση,  
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σ’ ένα σύστημα  n διαφορικών εξισώσεων  πρώτης τάξεως. 
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Λύση:   Έστω 1
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Παράδειγμα 3.5   Μετατρέψτε το πρόβλημα αρχικής τιμής, 
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σε πρόβλημα αρχικής τιμής για τις μεταβλητές y, y′, y′′. 
Λύση:   Θέτουμε, 
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Επομένως, 
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Αν οι συναρτήσεις fi(t, x) της (3.12) είναι γραμμικές ως προς τις εξαρτημένες μετα-
βλητές xi, i=1, ..., n, τότε το σύστημα των διαφορικών εξισώσεων  καλείται γραμμι-
κό.  Το πιο γενικό γραμμικό σύστημα n διαφορικών εξισώσεων πρώτης τάξεως έχει 
την μορφή, 

 )()()()(
d
d)( tttt

t
t gΒxAxx +==�  (3.14)

όπου, 
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Αν η διανυσματική συνάρτηση g(t) είναι ταυτόσημη με το μηδενικό διάνυσμα, δηλα-
δή αν, g(t)≡0, τότε η (3.14) καλείται ομογενής, αλλοιώς καλείται μη ομογενής.   Θα 
προσπαθήσουμε κατ’ αρχή να λύσουμε το ομογενές σύστημα ακολουθώντας την λο-
γική που αναπτύξαμε για την λύση των διαφορικών εξισώσεων  πρώτης τάξεως 

.
d
d ay

t
y =   Για το σκοπό αυτό χρειαζόμαστε τα ακόλουθα θεωρήματα. 

Θεώρημα 3.4  (Ύπαρξης - μοναδικότητας). Υπάρχει μία και μόνο μία λύση στο πρό-
βλημα αρχικής τιμής, 

 00 )(, xxAxx == t�  (3.15)

που ισχύει στο διάστημα  −∞ < t < ∞. 
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To Θεώρημα 3.4 είναι εξαιρετικά σημαντικό και έχει πολλαπλή χρησιμότητα.  Συ-
γκεκριμένα, αν x(t) είναι κάποια μη τετριμμένη λύση τότε x(t)≠0 για κάθε t.  Γιατί αν 
x(t*)=0  για κάποιο t* τότε x(t)≡0  αφού η x(t) και το 0 ικανοποιούν την ίδια διαφο-
ρική εξίσωση  και έχουν την ίδια τιμή στο t=t*. 

Θεώρημα 3.5  Η διάσταση του διανυσματικού χώρου V των λύσεων της ομογενούς 
εξίσωσης (3.15) είναι n. 

Απόδειξη: Θα βρούμε μία βάση του V με n στοιχεία.  Για το σκοπό αυτό, έστω φj(t), 
j=1, …, n η λύση στο πρόβλημα αρχικής τιμής, 
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δηλαδή jjjj tt
t

eφAφφ == )0(,)()(
d
d . 

Από το Θεώρημα 3.4 η φj(t) ορίζεται για κάθε t και είναι μοναδική.  Για να δούμε αν 
τα φj είναι ανεξάρτητα ή όχι διανύσματα του V, θεωρούμε την εξίσωση, 

108 



Α. Πουλιέζος Διαφορικές εξισώσεις και εξισώσεις διαφορών
 

 c1φ1(t)+c2φ2(t)+ .... +cnφn(t)=0  (3.17)

Βρίσκοντας την τιμή και των δύο μελών της (3.17) όταν t=0, παίρνουμε, 
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Ή c1e1+ ... +cnen=0  (3.18)
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Επειδή όμως τα ej είναι γραμμικά ανεξάρτητα διανύσματα στο Rn, προκύπτει ότι 

cj=0, j=1, …, n.  Συμπεραίνουμε λοιπόν ότι και τα φj είναι γραμμικά ανεξάρτητα δια-
νύσματα του V, αφού αρκεί τα φj να είναι γραμμικά ανεξάρτητα για μία τιμή του t.  
Στη συνέχεια θα δείξουμε ότι τα φj αποτελούν βάση του V.  Πρέπει δηλαδή να δεί-
ξουμε ότι κάθε διάνυσμα του V (κάθε λύση της (3.15)) μπορεί να γραφτεί σαν κά-
ποιος γραμμικός συνδυασμός των φj,  j=1, …, n.   

 Έστω x στοιχείο του V και έστω x(0)=c.   Κατασκευάζουμε την συνάρτηση, 

φ(t)=c1φ1(t)+ ... +cnφn(t) 

όπου cj, j=1, …, n οι συνιστώσες του c.  Ξέρουμε ότι η φ(t) ικανοποιεί την (3.15) α-
φού είναι γραμμικός συνδυασμός λύσεων.   Επιπλέον, 

φ(0)=c1φ1(0)+... +cnφn(0) )0(

1
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Άρα η x(t) και φ(t) ικανοποιούν την ίδια διαφορική εξίσωση  και έχουν την ίδια τιμή 
όταν t=0.  Επομένως από το Θεώρημα 3.4 πρέπει να είναι ταυτόσημες, δηλαδή, 

x(t)≡φ(t)=c1φ1(t)+ ... +cnφn(t) 

ή ισοδύναμα, οι φ1(t), φ2(t), ..., φn(t) είναι βάση του V. 
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Το Θεώρημα 3.5 μας λέει ότι για να λύσουμε την 3.15 αρκεί να βρούμε οποιεσδήπο-
τε n γραμμικά ανεξάρτητες λύσεις της.  Το θεώρημα που ακολουθεί μας δίνει ένα 
τρόπο ελέγχου της γραμμικής ανεξαρτησίας n λύσεων x j(t), j=1, …, n.  Πιο συ-
γκεκριμένα ανάγει το πρόβλημα αυτό στο απλούστερο πρόβλημα του ελέγχου της 
γραμμικής ανεξαρτησίας των διανυσμάτων xj(t0), j=1, …, n για κάποιο κατάλληλο t0. 
Θεώρημα 3.6   (Έλεγχος για γραμμική ανεξαρτησία).  Έστω xj, j=1, …, k, k λύσεις 
της =Ax.  Επιλέγουμε ένα κατάλληλο t0.  Τότε τα xj είναι γραμμικά ανεξάρτητες 
λύσεις, αν και μόνον αν τα xj(t0), j=1, …, k είναι γραμμικά ανεξάρτητα διανύσματα 
στον Rn. 

x�

Απόδειξη: Ας υποθέσουμε ότι τα xj είναι γραμμικά εξαρτημένες λύσεις.  Τότε υπάρ-
χουν σταθερές cj, j=1, …, k, όχι όλες μηδέν, τέτοιες ώστε, 

c1x1(t0)+c2x2(t0)+... +ckxk(t0)=0  

Άρα τα xj(t0), j=1, …, k είναι γραμμικά εξαρτημένα διανύσματα στον Rn. 

© Α
Αντίστροφα, ας υποθέσουμε ότι οι τιμές των xj(t), j=1, …, k, σε κάποιο χρόνο t0 είναι 
γραμμικά εξαρτημένα διανύσματα στον Rn.  Τότε, υπάρχουν σταθερές cj, j=1, …, k 

όχι όλες μηδέν, τέτοιες ώστε, . Πουλιέζος 
 c1x1(t0)+c2x2(t0)+... +ckxk(t0)=0  

Με τις συγκεκριμένες αυτές σταθερές κατασκευάζουμε την διανυσματική συνάρτη-
ση, 

φ(t)=c1x1(t)+c2x2(t)+ ... +ckxk(t) 

Η συνάρτηση αυτή ικανοποιεί την (3.15) αφού είναι γραμμικός συνδυασμός λύσεων.  
Επιπλέον φ(t0)=0.  Άρα, από το Θεώρημα 3.5, φ(t)=0.  Αυτό σημαίνει ότι οι xj(t), j=1, 
…, k, είναι γραμμικά εξαρτημένες λύσεις. 
 
Έχοντας εφοδιασθεί με τα παραπάνω θεωρήματα είμαστε σε θέση τώρα να βρούμε 
την γενική λύση της (3.15), σαν γραμμικό συνδυασμό κάποιων n γραμμικά ανεξάρ-
τητων λύσεων της.  Το πρόβλημα αυτό μπορούμε να το προσεγγίσουμε διαφορετικά, 
καταλήγοντας όμως πάλι στην ανάγκη εύρεσης κάποιων n γραμμικά ανεξάρτητων 
λύσεων. 
Ανάλογα με την λύση y(t)=ceat της (1.9) ας υποθέσουμε ότι η (3.15) έχει λύση της 
μορφής x(t)=eA tv, όπου, 
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Μπορεί να δειχθεί ότι η άπειρη σειρά (3.19) συγκλίνει για κάθε t και επομένως μπο-
ρεί να παραγωγισθεί ανά όρο: 
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Αυτό σημαίνει ότι η eAtv είναι λύση της, 

 )()( tt Axx =�  (3.20)
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αφού d vAv AA tt ee . =
td

3.3 Θεμελιώδεις πίνακες λύσεων και ο eAt 

Αν x1(t), ..., xn(t) είναι n γραμμικά ανεξάρτητες λύσεις της (3.20) τότε κάθε λύση 
μπορεί να γραφτεί στη μορφή x(t)=X(t)c όπου, 

X(t)=[x1(t)  ...  xn(t)] 

Ορισμός 3.2  Ένας πίνακας Χ(t) καλείται θεμελιώδης πίνακας λύσεων της (3.20) αν 
οι στήλες του είναι ένα σύνολο n γραμμικά ανεξάρτητων λύσεων της (3.20). 
Θα δείξουμε τώρα πως μπορούμε να υπολογίσουμε τον πίνακα eAt κατευθείαν από 
οποιονδήποτε πίνακα λύσεων της (3.20).  Αυτό είναι πολύ εντυπωσιακό γιατί δεν 
φαίνεται δυνατό να βρούμε το άθροισμα της άπειρης σειράς (3.19) ακριβώς για αυ-
θαίρετους A.  Έχουμε λοιπόν το ακόλουθο θεώρημα: 
Θεώρημα 3.7  Έστω Χ(t) ένας θεμελιώδης πίνακας λύσεων της διαφορικής εξίσωσης   

 Τότε, eA t=X(t)X−1(0). .Axx =�
Θα αποδείξουμε το Θεώρημα 3.7 σε τρία βήματα.  Πρώτα, θα βρούμε μία απλή μέ-
θοδο για να εξακριβώνουμε αν ένας πίνακας συναρτήσεων είναι θεμελιώδης πίνακας 
λύσεων της (3.20).  Στην συνέχεια θα χρησιμοποιήσουμε την μέθοδο αυτή για να δεί-
ξουμε ότι ο eAt είναι ένας θεμελιώδης πίνακας λύσεων της (3.20), και τέλος θα διατυ-
πώσουμε την σχέση ανάμεσα σε δύο θεμελιώδεις πίνακες λύσεων της (3.20). 
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Λήμμα 3.1  Ένας πίνακας Χ(t) είναι θεμελιώδης πίνακας λύσεων της (3.20) αν και 
μόνον αν  
Απόδειξη:  Έστω x1(t), ..., xn(t) οι n στήλες του X(t).  Παρατηρούμε ότι, 

.0)0(detκαι)()( ≠= XAXX tt�

)]()([)( 1 ttt nxxX �"�� =  

και .  Επομένως οι n διανυσματικές εξισώσεις 
, j=1, …, n είναι ισοδύναμες με την εξίσωση πινάκων . 

)]()([)( 1 ttxt nAxAAX "=
)()( tt jj Axx =� )()( tt AXX =�

Ακόμη, n λύσεις της (3.20) είναι γραμμικά ανεξάρτητες αν και μόνον αν τα x1(0), 
x2(0), ..., xn(0) είναι γραμμικά ανεξάρτητα διανύσματα στον Rn ή ισοδύναμα αν και 

μόνον αν detX(0)≠0.  Άρα ο X(t) είναι θεμελιώδης πίνακας λύσεων αν και μόνον αν 
 και detX(0)≠0. )()( tt AXX =�

Λήμμα 3.2  Ο πίνακας eAt είναι θεμελιώδης πίνακας λύσεων της (3.20). 
Απόδειξη: Δείξαμε προηγουμένως ότι, 

© Α. Πουλιέζος 
tt ee

t
AA A=

d
d  

 Επίσης det[eA0]=det[I]=1≠0.  Eπομένως, σύμφωνα με το Λήμμα 3.1 ο eAt είναι θε-
μελιώδης πίνακας λύσεων της (3.20). 
Λήμμα 3.3  Έστω Χ(t) και Υ(t) δύο θεμελιώδεις πίνακες λύσεων της (3.20).  Τότε 
υπάρχει σταθερός πίνακας C, τέτοιος ώστε Υ(t)=X(t)C. 
Απόδειξη:  Εξ ορισμού οι στήλες x1(t), ..., xn(t) του Χ(t) και y1(t), ..., yn(t) του Υ(t) εί-
ναι γραμμικά ανεξάρτητες λύσεις της (3.20).  Ειδικότερα κάθε στήλη του Υ(t) μπορεί 
να γραφτεί σαν γραμμικός συνδυασμός των στηλών του Χ(t): δηλαδή υπάρχουν στα-
θερές cj1, ..., cjn ,  j=1, …, n, όχι όλες μηδέν τέτοιες ώστε: 

y j(t)=cj1x1(t)+cj2x2(t) +... +cjnxn(t), j=1, …, n 

Έστω, 
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Τότε προφανώς Y(t)=X(t)C. 
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Είμαστε τώρα σε θέση να αποδείξουμε το Θεώρημα 3.7. 
Έστω Χ(t) ένας θεμελιώδης πίνακας λύσεων της (3.20).  Από τα Λήμματα 3.2, 3.3, 
προκύπτει ότι υπάρχει πίνακας C, τέτοιος ώστε, eA t=X(t)C.  Θέτοντας t=0, 

I=X(0)C⇒C=X−1(0) 

Απομένει να βρούμε μία μέθοδο υπολογισμού n γραμμικά ανεξάρτητων λύσεων της 
(3.20).  Η Γραμμική Άλγεβρα μας βοηθάει και σ’ αυτό το σημείο.  Παρατηρούμε 
κατ’ αρχήν ότι, 

eA tv=e (A−λI ) teλI tv 

για κάθε σταθερά λ, αφού (Α−λΙ)(λΙ)=(λΙ)(Α−λΙ).  Επιπλέον, 
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Επομένως, eA t=eλ te (A−λI ) tv. 
Τώρα, αν το διάνυσμα v ικανοποιεί την σχέση, 

(Α−λΙ)mv=0  (3.21) 

δηλαδή το v είναι ένα γενικευμένο ιδιοδιάνυσμα τάξεως m του πίνακα Α που αντι-
στοιχεί στην ιδιοτιμή λ, τότε η άπειρη σειρά e (A−λI ) tv έχει μόνον m όρους, αφού, 

0)()()( =−−=− + vAAvA mllm III λλλ  

για κάθε ακέραιο l>0. 
Το ακόλουθο λήμμα από τη γραμμική άλγεβρα μας εξασφαλίζει ότι για κάθε πίνακα 
Αn×n μπορούμε να βρούμε n γραμμικά ανεξάρτητα γενικευμένα ιδιοδιανύσματα που 
να ικανοποιούν τη σχέση (3.21). 
Λήμμα 3.4  Έστω ότι το χαρακτηριστικό πολυώνυμο p(λ) του πίνακα Αn×n έχει k δια-
κεκριμένες ρίζες λ1, ..., λk με πολλαπλότητα n1, .., nk αντίστοιχα (k≤n, nni =∑ ).  

(Δηλαδή ).  Τότε υπάρχουν ακέραιοι, dj ≤ nj τέτοιοι ώ-
στε η εξίσωση =0 να έχει τουλάχιστον nj γραμμικά ανεξάρτητες λύσεις. 

kn
k

np )(...)()( 1
1 λλλλλ −−=

vA jd
j )( Iλ−
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Άρα για κάθε ιδιοτιμή λj του Α μπορούμε να βρούμε nj γραμμικά ανεξάρτητες λύσεις 
της (3.20).  Αυτές θα έχουν την μορφή, 
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Επιπλέον το σύνολο των n1+ ... +nk=n λύσεων που βρίσκουμε έτσι είναι γραμμικά 
ανεξάρτητο, αφού Χk(0)=vk και τα vk είναι κατασκευασμένα ανεξάρτητα. 
Παράδειγμα 3.6  Να βρεθεί ο eAt αν, 
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Λύση:   Κατ’ αρχή βρίσκουμε 3 γραμμικά ανεξάρτητες λύσεις της διαφορικής εξίσω-
σης,  
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Το χαρακτηριστικό πολυώνυμο είναι p(λ)=det(A−λΙ)=(1−λ)(3−λ)(5−λ).  Επομέ-
νως ο Α έχει διακεκριμένες ιδιοτιμές, λ=1, λ=3, λ=5. 
(i) λ=1.   Το διάνυσμα, 
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είναι ιδιοδιάνυσμα του Α, αφού (Α−λΙ)v=0 .  Άρα x1(t)=e1 tv είναι μία λύση της 
(3.22). 

(ii) λ=3.   Από την (Α−3Ι)v=0 βρίσκουμε ότι, 
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είναι ένα διάνυσμα του Α για την λ=3.  Άρα, 
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είναι μία δεύτερη λύση της (3.22). 

(iii) λ=5.  Από την (A−5Ι)v=0  βρίσκουμε ότι v=[1  2  2]T  .  Επομένως, 

x3(t)=e5 t[1  2  2]T 

είναι μία τρίτη λύση της (3.22). 
Οι τρεις αυτές λύσεις είναι γραμμικά ανεξάρτητες.  Άρα ο, 
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είναι ένας θεμελιώδης πίνακας λύσεων.  Επίσης, 
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Επομένως, 
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3.4 Μη ομογενή συστήματα 

Α. Μεταβολή παραμέτρων 

Ας θεωρήσουμε τώρα την μη ομογενή εξίσωση, 
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)()()()( tttt gBAxx +=�  (3.23) 

Στη περίπτωση αυτή θα χρησιμοποιήσουμε την γνώση μας των λύσεων της αντίστοι-
χης ομογενούς εξίσωσης, 

)()( tt Axx =�  (3.20) 

για να βρούμε την λύση του προβλήματος αρχικής τιμής, 

00 )(,)()()()( xxgBAxx =+= ttttt�  (3.24) 

Έστω x1(t), ..., xn(t) οι γραμμικά ανεξάρτητες λύσεις της ομογενούς εξίσωσης (3.20).  
Επειδή η γενική λύση της (3.20) είναι η c1x1(t)+ ... +cnxn(t), είναι φυσικό να ψά-
χνουμε μία λύση της (3.23) της μορφής, 

x(t)=u1(t)x1(t)+u2(t)x2(t)+ ... +un(t)xn(t)=X(t)u(t) (3.25) 

όπου, 
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. Π υλιέζX(t)=[x1(t) …  xn(t)] 
u(t)=[u1(t)  …  un(t)]T 

Αντικαθιστώντας την (3.25) στην (3.23), έχουμε, 

)()()()()()()()( tttttttt gBuAXuXuX +=+ ��  (3.26) 

Ο πίνακας Χ(t) είναι θεμελιώδης πίνακας λύσεων της (3.20).   Επομένως 
.  Άρα η ()()( tt AXX =� 3.26) γίνεται,  

)()()()( tttt gBuX =� ⇒  )()()()( 1 tttt gBXu −=� (3.27) 

αφού η Χ(t) έχει βαθμό n λόγω της γραμμικής ανεξαρτησίας των λύσεων-στηλών 
της.  Ολοκληρώνοντας την (3.27) από το t0 έως το t: 
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Επομένως, 
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t
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1 gBXXxXXx  (3.28) 

Αν ο Χ(t) είναι ο θεμελιώδης πίνακας λύσεων eAt, η (3.28) απλουστεύεται (διαφορε-
τικά τα πράγματα περιπλέκονται), αφού Χ−1(t)=e−A t.  Άρα, 
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Παράδειγμα 3.7   Να λυθεί το πρόβλημα της αρχικής τιμής, 
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Η χαρακτηριστική εξίσωση του Α είναι η p(λ)=(1−λ)(λ−2λ+5) άρα οι ιδιοτιμές του 
Α είναι οι λ=1 και λ2,3=1±2i.  Οι διακεκριμένες ιδιοτιμές θα δώσουν γραμμικά ανε-
ξάρτητα ιδιοδιανύσματα.  Για να τα βρούμε λύνουμε τις, 

(i) (A−I)v=0  

(ii) (A±(1+2i)I)v=0  
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Επομένως, 
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είναι ένα ιδιοδιάνυσμα του Α που αντιστοιχεί στην ιδιοτιμή λ=1 και, 
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είναι μία λύση της ομογενούς εξίσωσης Axx =� . 
Από την (ii), 
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Επομένως το, 
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είναι ένα ιδιοδιάνυσμα του Α που αντιστοιχεί στην μιγαδική ιδιοτιμή λ=1+2i.  Άρα η, 
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είναι μία μιγαδική λύση της . Tώρα, xAx =�
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Επομένως οι, 
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είναι δύο πραγματικές λύσεις της xAx =� . Οι τρεις λύσεις είναι προφανώς γραμμικά 
ανεξάρτητες, αφού οι τιμές τους για t = 0 είναι γραμμικά ανεξάτητα διανύσματα του  
R3.  Άρα ο, 
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είναι ένας θεμελιώδης πίνακας λύσεων της xAx =� . Υπολογίζοντας τον, 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−=⇒

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−=

−

−

1     0         1
0        1      2/3
0       0       2/1

2συν2ημ 2 

2ημ2συν  3

0         0      2   

1      0        1
0        1      2/3
0       0       2/1

1     0         2
0       1       3
0       0         2

)0(

1

1

 -tt  -ee    e

tt   ee  e

        e

e

 - -

ttt 

ttt

t

tA

X

 

119 



Α. Πουλιέζος Διαφορικές εξισώσεις και εξισώσεις διαφορών
 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−+

++=

t  t    t  t

tt   t  t-

      

et

2συν    2ημ    2συν2ημ
2
31

2ημ-     2συν   2ημ2συν
2
3

2
3

0         0                       1               

 

Επομένως,  

s

se
s  s    s  s

sss  s

        

eeet
s

t stt d

2συν

0
0

2συν     2ημ   2συν2ημ
2
31

2ημ2συν   2ημ2συν
2
3

2
3

0         0                    1                 

1
1
0

)(
0

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−−

−+−+
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
= ∫ −AΑx  

© Α. Πουλιέζος 
s

s

sse
tt
tte

t
tt d

2συν

2συν2ημ
0

2ημ2συν
2ημ2συν

0

0 2
∫

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⋅+
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+
−= A

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+
−+

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+
−=

8/)4ημ(2/
8/)4συν1(

0

2ημ2συν
2ημ2συν

0

tt
te

tt
tte tt A

 

  

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+⋅−⋅
+−

⋅−⋅−
+−+

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+
−=

8
2ημ4συν2ημ2συνημ4

2
2συν

8
2ημ4ημ2συν4συν2συν

2
2ημ

0

2ημ2συν
2ημ2συν

0

ttttttt

ttttttte
tt
tte tt  

( )
( ) ⎥

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

++
+−=

ttt
tttet

2ημ2συν1
2ημ12συν

0

4
5

2
1

2
1  

Β. Μέθοδος της συνετής εικασίας 

Όπως δείχνει το Παράδειγμα 3.7, η μέθοδος της μεταβολής των παραμέτρων είναι 
συχνά κοπιαστική και ανιαρή.  Ένας τρόπος να αποφύγουμε πολλές από τις πράξεις 
της μεθόδου αυτής, είναι να «μαντέψουμε» μία συγκεκριμένη λύση ψ(t) της μη ομο-
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γενούς εξίσωσης και στη συνέχεια να παρατηρήσουμε ότι κάθε λύση της μη ομογε-
νούς εξίσωσης πρέπει να είναι της μορφής, 

x(t)=φ(t)+ψ(t) 

όπου φ(t) είναι μία λύση της ομογενούς εξίσωσης. 
Παράδειγμα 3.8  Να βρεθεί η γενική λύση της διαφορικής εξίσωσης, 
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-t ctxx�  (3.30) 

Λύση: Θα δοκιμάσουμε την συνάρτηση bect σαν συγκεκριμένη λύση της (3.30).  
Αντικαθιστώντας, 
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Αυτό σημαίνει ότι, 
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Επομένως κάθε λύση x(t) της (3.30) είναι της μορφής, 

x(t)=φ(t)+bect 

όπου, από το Παράδειγμα 3.7, 
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Παρατήρηση:  Έχουμε πρόβλημα όταν c=1, γιατί η μονάδα είναι ιδιοτιμή του Α.  Γενικότερα, η 
διαφορική εξίσωση ct evAx    +=x�  μπορεί να μην έχει λύση της μορφής bect αν το c είναι ιδιοτιμή 
του Α.  Στην περίπτωση αυτή θα πρέπει να δοκιμάσουμε μία συγκεκριμένη λύση της μορφής. 

ψ( t)=ec t  [b0+b1  + . . .  +bk−1 t k−1] 

για κάποιον κατάλληλο ακέραιο k. 
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4 Μετασχηματισμός Laplace 

4.1 Εισαγωγή 

Στο κεφάλαιο αυτό θα περιγράψουμε μία πολύ διαφορετική μέθοδο για την λύση 
προβλημάτων αρχικής τιμής, όπως για παράδειγμα του, 
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ya ′=′==++  (4.1) 
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Η μέθοδος αυτή, που καλείται μετασχηματισμός Laplace, είναι εξαιρετικά χρήσιμη 
σε δύο περιπτώσεις που ανακύπτουν αρκετά συχνά στις εφαρμογές.  Η πρώτη περί-
πτωση είναι όταν η f(t) είναι ασυνεχής συνάρτηση και η δεύτερη όταν η f(t) είναι 
σχεδόν παντού μηδέν εκτός κάποιου μικρού χρονικού διαστήματος που είναι πολύ 
μεγάλη (δηλαδή κρουστική συνάρτηση). Στην μέθοδο αυτή που θα αναπτύξουμε πα-
ρακάτω, η άγνωστη συνάρτηση y(t) θα αντικατασταθεί με μία νέα συνάρτηση Υ(s), 
το μετασχηματισμό Laplace της y(t), ενώ η y′(t) θα αντικατασταθεί με την sY(s) 
−y(0).  Έτσι η πράξη της παραγώγισης ως προς t θα αντικατασταθεί βασικά με την 
πράξη του πολλαπλασιασμού με το s. Με τον τρόπο αυτό θα αντικαταστήσουμε το 
πρόβλημα αρχικής τιμής (4.1) με μία αλγεβρική εξίσωση που μπορούμε να λύσουμε 
αναλυτικά ως προς Y(s).  Όταν βρούμε την Y(s) μπορούμε να συμβουλευθούμε τους 
πίνακες των αντιστρόφων μετασχηματισμών Laplace για να επανακτήσουμε την 
y(t). 

4.2 Ιδιότητες του μετασχηματισμού Laplace 

Αρχίζουμε με τον ορισμό του μετασχηματισμού Laplace. 

Ορισμός 4.1  Έστω η συνάρτηση f(t) που ορίζεται για 0<t<∞. Ο μετασχηματισμός 
Laplace της  f(t), που συμβολίζεται με F(s) ή L{f(t)} δίνεται από τον τύπο: 

{ }  d)()()( 
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 ttfe  tf sF -st∫
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όπου, 
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Παράδειγμα 4.1   Να υπολογισθεί ο μετασχηματισμός Laplace της συνάρτησης  f(t)= 
1. 
Λύση:   Από την (4.2), 
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Παράδειγμα 4.2   Να υπολογισθεί ο μετασχηματισμός Laplace της συνάρτησης 
f(t)=eat. 
Λύση:   Από την (4.2), 
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Παράδειγμα 4.3  Να υπολογισθούν οι μετασχηματισμοί Laplace των συναρτήσεων 
συνωt,  ημωt. 
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Λύση:   Από την (4.2), 
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και εξισώνοντας πραγματικά και φανταστικά μέρη, παίρνουμε, 
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Η εξίσωση (4.2) σχετίζει κάθε συνάρτηση f(t) με μία νέα συνάρτηση F(s). Όπως υπο-
νοεί και ο συμβολισμός L{f(t)}, ο μετασχηματισμός Laplace είναι ένας τελεστής συ-
ναρτήσεων.  Επιπλέον είναι ένας γραμμικός τελεστής αφού, 
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Θα πρέπει να σημειωθεί ότι ενώ η f(t) ορίζεται στο διάστημα  [0,∞), ο μετασχηματι-
σμός Laplace συνήθως ορίζεται σε διαφορετικό διάστημα.  Για παράδειγμα ο μετα-
σχηματισμός Laplace της e2t ορίζεται για 2<s<∞ , ενώ της e8t για 8<s<∞ . Αυτό συμ-
βαίνει γιατί το ολοκλήρωμα της (4.2), έχει τιμή γενικά, για αρκετά μεγάλα s. 

 Μια σοβαρή δυσκολία με τον Ορισμό 4.1 είναι ότι το ολοκλήρωμα μπορεί να μην ο-
ρίζεται για καμμιά τιμή του s.  Αυτό συμβαίνει για παράδειγμα αν f(t) = .  Για να 
εξασφαλίσουμε την ύπαρξη του μετασχηματισμού Laplace τουλάχιστον σε κάποιο 
διάστημα s>s0 θέτουμε τους παρακάτω περιορισμούς στην f(t): 

2te

(1) H f(t) πρέπει να είναι τμηματικά συνεχής. Αυτό σημαίνει ότι η f(t) έχει το πολύ 
έναν πεπερασμένο αριθμό ασυνεχειών σε οποιαδήποτε διάστημα 0≤t≤A, και τα 
όρια από τα δεξιά και αριστερά υπάρχουν σε κάθε σημείο ασυνέχειας.  Με άλλα 
λόγια η f(t) έχει μόνον έναν πεπερασμένο αριθμόν «ασυνεχειών άλματος» σε 
οποιοδήποτε πεπερασμένο διάστημα.  Η γραφική παράσταση μιας τυπικής τμη-
ματικά συνεχούς συνάρτησης δίνεται στο Σχ. 4.1. 
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Σχήμα 4.1 

(2) Η f(t) πρέπει να είναι εκθετικής τάξης, δηλαδή, να υπάρχουν σταθερές Μ, c τέ-
τοιες ώστε, 

∞<≤≤ t,       Metf ct 0)(       

© Α. Πουλιέζος 
Λήμμα 4.1  Αν η f(t) είναι τμηματικά συνεχής και εκθετικής τάξης, τότε ο μετασχη-
ματισμός Laplace της f(t) υπάρχει για όλα τα s που είναι «αρκετά μεγάλα». Ειδικότε-
ρα, αν |f(t)|≤Mect, τότε η F(s) υπάρχει για s>c. 

 Απόδειξη: Αφού η f(t) είναι τμηματικά συνεχής το ολοκλήρωμα, 

∫
A

-st tt fe
0

)d(  

υπάρχει για κάθε Α.  Για να αποδείξουμε ότι το ολοκλήρωμα είναι πεπερασμένο για 
αρκετά μεγάλα s, παρατηρούμε ότι, 

cs 
cs

Me 
c-s
M

teM tt fe

(c-s)A

A
(c-s)t

A
-st

>
−

≤−=

≤ ∫∫

  για,]1[

dd)(
00  

Η πραγματική χρησιμότητα του μετασχηματιστή Laplace στην λύση των διαφορικών 
εξισώσεων έγκειται στο γεγονός ότι ο μετασχηματισμός Laplace της (t) έχει στε-
νή σχέση με τον μετασχηματισμό Laplace f(t). Αυτό είναι και το περιεχόμενο του ε-
πόμενου λήμματος. 

f ′

Λήμμα 4.2   Έστω F(s)=L{f(t)}.  Τότε, 
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L{ (t)}=sL{f(t)}−f(0)}=sF(s)−f(0) f ′

Απόδειξη: Έχουμε ότι, 

∫ ′=′
∞→

Α
-st 

Α
ttfetf

0
)d(ορ)}({L  

)()0(

)d(ορ)(ορ
00

ssF f

ttfest f-ste
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A
-st

A

+−=

+
∞→

= ∫
∞→

A

 

(ολοκληρώνοντας κατά μέρη). 

Το επόμενο βήμα είναι να συσχετίσουμε τον μετασχηματισμό Laplace της f′′(t) με 
αυτόν της  f(t).  Αυτό είναι το περιεχόμενο του επόμενου λήμματος. 

Λήμμα 4.3   Έστω F(s)=L{f(t)}. Τότε, L{ f′′(t)}=s2F(s)−sf(0)− (0). f ′

Απόδειξη: Χρησιμοποιώντας το Λήμμα 4.2 δύο φορές, έχουμε την απόδειξη. 

© Α. Πουλιέζος  
 

 
Όπως η συνάρτηση F(s) μπορεί να εκφρασθεί αναλυτικά ως προς  f(t) από τον τύπο, 

∫
∞

=
0

)d()( ttfe sF -st  

το ίδιο και η f(t) μπορεί να εκφρασθεί αναλυτικά ως προς F(s), από κάποια σχέση 
που συμβολίζουμε με, 

f(t)=L−1{F(s)} 

Η αντιστροφή όμως της F(s) απαιτεί ολοκλήρωση ως προς μία μιγαδική μεταβλητή 
και ξεφεύγει έτσι του σκοπού αυτού του συγγράμματος. Στην συνέχεια θα συνάγουμε 
ορισμένες ιδιότητες του μετασχηματισμού Laplace, που θα μας επιτρέψουν να υπο-
λογίζουμε τον μετασχηματισμό Laplace και τον αντίστροφο του χωρίς την εκτέλεση 
δύσκολων ολοκληρώσεων. 

Ιδιότητα 4.4   Αν L{f(t)}=F(s), τότε, 

)(
d
d)}({ sF
s

ttf =−L  
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Απόδειξη: Παραγωγίζοντας ως προς s και τα δύο μέλη του ορισμού της F(s), έχουμε, 

)}({d)(d)(
d
d

d
d

0 0
ttfttftettfe

s
F(s)

s
-st-st −=−== ∫ ∫

∞ ∞

L  

Η Iδιότητα 4.4 μας λέει ότι ο μετασχηματισμός Laplace της συνάρτησης −tf(t) είναι 
η παράγωγος του μετασχηματισμού Laplace της f(t). Έτσι, αν ξέρουμε τον μετασχη-
ματισμό Laplace F(s) της f(t) δεν χρειάζεται να υπολογίσουμε ένα κουραστικό ολο-
κλήρωμα αλλά απλώς να παραγωγίσουμε την F(s) και να πολλαπλασιάσουμε με  −1. 
Παράδειγμα 4.4  Να υπολογιστεί ο μετασχηματισμός Laplace της tet.  

Λύση:  Ο μετασχηματισμός Laplace της et είναι 1/(s−1). Άρα, από την Ιδιότητα 4.4, 

2)1(
1

1
1

d
d}{

−
=

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−
−=

sss
tetL  

Παράδειγμα 4.5   Να υπολογιστεί ο μετασχηματισμός Laplace της t13. 
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Λύση: Χρησιμοποιώντας την Ιδιότητα 4.4 δεκατρείς φορές, παίρνουμε, 

1413

13
13

13

13
13 )!13(1

d
d)1(}1{

d
d)1(}{

ssss
   t =

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧−=−= LL  

Η μεγάλη χρησιμότητα της Ιδιότητας 4.4 φαίνεται στην αντιστροφή των μετασχημα-
τισμών Laplace, όπως δείχνουν και τα ακόλουθα παραδείγματα. 

Παράδειγμα 4.6  Ποιά συνάρτηση έχει μετασχηματισμό Laplace την 2)2(
1
−

−
s

; 

Λύση:  Παρατηρούμε ότι, 
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Επομένως από την Ιδιότητα 4.4, 
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s

2
2

1
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⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−
−−L  

Παράδειγμα 4.7  Ποιά συνάρτηση έχει μετασχηματισμό Laplace την −4s/(s2+4)2; 
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Λύση:   Παρατηρούμε ότι, 

⎭
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⎩
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+
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Επομένως, 
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s ημ2
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4
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⎨
⎧

+
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Παράδειγμα 4.8  Ποιά συνάρτηση έχει μετασχηματισμό Laplace την 1/(s−4)3; 
Λύση:  Παρατηρούμε ότι, 

⎭
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3 sss
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. Πουλιέ
Εφαρμόζοντας την Ιδιότητα 4.4 δύο φορές, 

⎭
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1 L  

Ιδιότητα 4.5   Αν F(s) = L{f(t)}, τότε L{eat f(t)}=F(s−a). 

Απόδειξη: Εξ ορισμού, 
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Παράδειγμα 4.9   Να υπολογιστεί ο μετασχηματισμός Laplace της e3tημt. 
Λύση:   Ο μετασχηματισμός Laplace της ημt είναι 1/(s2+1).  Επομένως για να υπολο-
γίσουμε τον μετασχηματισμό Laplace, αρκεί να θέσουμε όπου s το (s−3): 

1)3(
1}ημ{ 2

3

+−
=

s
te tL  
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Παράδειγμα 4.10   Ποιά συνάρτηση έχει μετασχηματισμό Laplace την, 

2)7(25
7 )(
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−
=

s
ssC  

Λύση: Παρατηρούμε ότι, }5συν{
5

)( 22 t
s

ssF L=
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=  και ότι η C(s) προκύπτει από 

την F(s) αν αντικαταστήσουμε το s με s−7.  Άρα, 
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Παράδειγμα 4.11    Ποιά συνάρτηση έχει μετασχηματισμό Laplace την 1/(s2−4s−9); 
Λύση:   Συμπληρώνοντας το τετράγωνο στον παρονομαστή παίρνουμε, 
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2 L .  Επομένως από την Ιδιότητα 4.5,   Τώρα, 
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Παράδειγμα 4.12  Ποιά συνάρτηση έχει μετασχηματισμό Laplace την s/(s2−4s+9); 
Λύση:   Παρατηρούμε ότι, 
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Η συνάρτηση s/(s2+5) είναι ο μετασχηματισμός Laplace της t)5συν( .  Άρα, 
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Πιο πριν δείξαμε ότι ο μετασχηματισμός Laplace είναι ένας γραμμικός τελεστής, δη-
λαδή, 

L{c1f1(t)+c2f2(t)}=c1L{f1(t)}+c2L{f2(t)} 

Η ιδιότητα αυτή μας είναι πολύ χρήσιμη στις περιπτώσεις που θέλουμε να υπολογί-
σουμε τον μετασχηματισμό Laplace συναρτήσεων που είναι γραμμικοί συνδυασμοί 
άλλων συναρτήσεων που οι μετασχηματισμοί τους είναι ήδη γνωστοί.  Δύο τέτοιες 
συναρτήσεις που εμφανίζονται πολύ συχνά στην σπουδή των διαφορικών εξισώσεων 
είναι το υπερβολικό ημίτονο και συνημίτονο, που ορίζονται από τους τύπους, 
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Επομένως, 
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4.3 Λύση προβλημάτων αρχικής τιμής με μετασχηματισμούς 
Laplace 

Είμαστε τώρα έτοιμοι να ανάγουμε την εύρεση της λύσης του προβλήματος αρχικής 
τιμής (4.1) στην εύρεση της λύσης μίας αλγεβρικής εξίσωσης. Έστω Υ(s) και F(s) οι 
μετασχηματισμοί Laplace των y(t), f(t) αντίστοιχα. Μετασχηματίζοντας και τα δύο 
μέλη της (4.1) παίρνουμε 

L{ay′ ′(t)+by′(t)+cy(t)}=L{f(t)} 
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ή, 

aL{y′′(t)}+bL{y′(t)}+cL{y(t)}=F(s) 

λόγω της γραμμικότητας του L.  Από τα Λήμματα 4.2, 4.3, 

a[s2Y(s)−sy0− 0y′ ]+b[sY(s)−y0]+cY(s)=F(s) 

cbsas
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cbsas
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 ybassY

++
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0
2

0 )()()(   (4.3) 

Η εξίσωση (4.3) μας δίνει τον μετασχηματισμό Laplace της λύσης y(t) της (4.1). Για 
να βρούμε την y(t) πρέπει να συμβουλευθούμε τους πίνακες των αντιστρόφων μετα-
σχηματισμών Laplace (Πίνακας Π.2 του Παραρτήματος), και να χρησιμοποιήσουμε, 
πιθανώς, τις Ιδιότητες 4.4, 4.5. 
Παράδειγμα 4.13  Να λυθεί το πρόβλημα αρχικής τιμής, 
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Λύση:  Μετασχηματίζοντας και τα δύο μέλη της διαφορικής εξίσωσης, 
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Αναπτύσσοντας το πρώτο μέρος του δεξιού μέλους της (4.4) με την μέθοδο των με-
ρικών κλασμάτων, παίρνουμε, 
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Άρα, 
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Α(s−2)(s−3)+B(s−1)(s−3)+C(s−1)(s−2)=1 

Θέτοντας, 

            s = 1 ,  παίρνουμε     2Α=1⇒Α=1/2 

            s = 2 ,  παίρνουμε     −Β=1⇒Β=−1 

            s = 3 ,  παίρνουμε     2C=1⇒C=1/2 

Παρόμοια βρίσκουμε, 
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Παρατήρηση 1: Υπάρχουν άπειρες συναρτήσεις των οποίων ο μετασχηματισμός Laplace είναι μία 
δεδομένη συνάρτηση. Για παράδειγμα, ο μετασχηματισμός Laplace της συνάρτησης, 
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είναι επίσης η Y(s) αφού η z(t) διαφέρει από την y(t) μόνο σε τρία σημεία και είναι γνωστό ότι σ’ 
αυτή την περίπτωση, 

∫∫ =
b

a

b

a
ttyttz )d()d(  

Όμως υπάρχει μόνο μία συνεχής συνάρτηση y(t) της οποίας ο μετασχηματισμός Laplace να είναι η 
Y(s) και μ’ αυτή την έννοια γράφουμε y(t)=L−1{Y(s)}. 

Παρατήρηση 2  Πρέπει να τονισθεί ότι το Παράδειγμα 4.13 απλά δείχνει την μέθοδο του μετα-
σχηματισμού Laplace για την λύση προβλημάτων αρχικής τιμής.  Η καλύτερη μέθοδος για την λύ-
ση του συγκεκριμένου προβλήματος είναι η μέθοδος της συνετής εικασίας.  Αυτό που δεν είναι α-
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πόλυτα ικανοποιητικό με την μέθοδο αυτή είναι ότι πρέπει να βρούμε πρώτα την γενική λύση και 
μετά να υπολογίσουμε τις αυθαίρετες σταθερές από τις αρχικές συνθήκες. 

 
Παράδειγμα 4.14   Να λυθεί το πρόβλημα αρχικής τιμής, 
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Λύση:  Μετασχηματίζοντας και τα δύο μέλη, βρίσκουμε, 

(s2Y(s)−sy0− 0y′ )+4Y(s)=F(s) 
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Παρατηρούμε εδώ ότι ο πρώτος όρος αντιστοιχεί στην λύση της αντίστοιχης ομογε-
νούς εξίσωσης, ενώ ο δεύτερος στη λύση της αρχικής εξίσωσης αν y0= = 0.  Αντι-
στρέφοντας την (

0y′
4.5), 
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όπου, 
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4.4 Λύση συστημάτων με μετασχηματισμούς Laplace 

Η μέθοδος του μετασχηματισμού Laplace μπορεί να χρησιμοποιηθεί και για την λύση 
του προβλήματος αρχικής τιμής, 

0)0(   ),( )()( xxBgAxx =+= ttt�  (4.6) 

Έστω, 
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Μετασχηματίζοντας και τα δύο μέλη της (4.6), έχουμε, 

L{ (t)}=L{Ax(t)+Bg(t)}=Ax(s)+Bg(s) x�

Επίσης, 
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Επομένως, 

sx(s)−x0=Ax(s)+Bg(s) ⇒(sI−A)x(s)=x0+Bg(s) 
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⇒x(s)=(sI−A)−1[x0+Bg(s)] (4.7) 

Η εξίσωση (4.7) είναι ένα σύστημα n εξισώσεων ως προς x1(s), ..., xn(s) που μπορεί 
να λυθεί με διάφορους τρόπους. Βρίσκοντας τις xi(s) μπορούμε μετά να υπολογίσου-
με τις xi(t) χρησιμοποιώντας τον αντίστροφο μετασχηματισμό Laplace. 
Παράδειγμα 4.15  Να λυθεί το πρόβλημα αρχικής τιμής,  

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥
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⎤
⎢
⎣

⎡
=

1
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)0(
1
1

)(
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41

)( xx , et
       
      

t tx�  (4.8) 

Λύση:   Μετασχηματίζοντας και τα δύο μέλη παίρνουμε, 
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Η λύση των εξισώσεων αυτών είναι, 
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Άρα, 
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   x1(t)=2e3 t+
2

tt ee −−  

Για την αντιστροφή του x2(s) αναπτύσσουμε σε μερικά κλάσματα: 

311)3)(1)(1( −
+

+
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−
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−+− s
C 

s
B

s
A 

sss
s  

Η εξίσωση αυτή ικανοποιείται για A=−1/4,  B=−1/8,  C=3/8.  Επομένως, 
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Τελικά, 
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5 Εξισώσεις διαφορών 

5.1 Εισαγωγή 

Οι εξισώσεις διαφορών εμφανίζονται σε πολλούς τομείς των επιστημών, ιδιαίτερα 
όμως στα ψηφιακά συστήματα και γενικά σε συστήματα που μπορούν να ορισθούν 
σε διακεκριμένο χρόνο σε αντίθεση με τις διαφορικές εξισώσεις που περιγράφουν 
συστήματα που ορίζονται στον συνεχή χρόνο.  Στο κεφάλαιο αυτό θα ασχοληθούμε 
επιγραμματικά με την επίλυση εξισώσεων διαφορών και συγκεκριμένα με τις γραμ-
μικές εξισώσεις διαφορών. 

Πιο συγκεκριμένα έστω y(n) μία συνάρτηση που ορίζεται σε ένα σύνολο ακεραίων I.  
Οι τιμές y(n) μπορούν να είναι πραγματικές ή μιγαδικές.  Μία εξίσωση διαφορών 
τάξης Ν είναι μία σχέση μεταξύ των ( )ny , ( )1+ny , ..., ( )Nny + .  Mερικές απλές 
εξισώσεις διαφορών είναι οι, 

( ) ( ) 11 =−+ nyny  (5.1) 
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 Πουλιέ( ) ( ) nnyny =−1  (5.2)+

( ) ( ) ( ) 011 =+−+ nynny  (5.3) 

( ) ( ) ( ) 01συν21 =++⋅−+ nynyγny  (5.4) 

Σαν λύση μίας εξίσωσης διαφορών εννοούμε μία ακολουθία τιμών που ορίζονται σε 
ένα σύνολο ακεραίων I και οι οποίες ικανοποιούν την εξίσωση διαφορών. Οι λύσεις 

των (5.1)-(5.4) μπορεί να δειχτεί ότι είναι οι, 
( ) cnny += , όπου c σταθερά, n ακέραιος 

( ) ( )
2

1−
=

nnny , όπου n θετικός ακέραιος 

( ) !nny = ,                 »   » 

( ) γnny συν= ,                 »   » 
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5.2 Γραμμικές ομογενείς εξισώσεις διαφορών τάξης Ν 

Μία εξίσωση διαφορών ονομάζεται γραμμική αν οι άγνωστες συναρτήσεις 
, εμφανίζονται γραμμικά στην εξίσωση.  Η γενική μορφή της 

γραμμικής μη ομογενούς εξίσωσης διαφορών τάξης Ν είναι, 
( ) Nkkny ...,,0, =+

( ) ( ) ( ) )()(...1)( 01 nbnynaNnynaNny N =++−+++ −  (5.5) 

όπου τα ai, b μπορεί να είναι συναρτήσεις του n αλλά όχι του y.  
Οι εξισώσεις (5.1)-(5.4) είναι όλες γραμμικές.  Ακολουθώντας την λογική της εύρε-
σης λύσεων σε στάδια αυξανομένης δυσκολίας, θα θεωρήσουμε κατ’ αρχή την ομο-
γενή γραμμική εξίσωση διαφορών τάξης Ν με σταθερούς συντελεστές.  Η γενική της 
μορφή είναι, 

( ) ( ) ( ) 0...1 01 =++−+++ − nyaNnyaNny N  (5.6) 

Για να λύσουμε την (5.6), υποθέτουμε μία λύση της μορφής  y(n)=bn (συνετή εικασί-
α).   Αντικαθιστώντας στην (5.6) παίρνουμε, 

©  
 

 Α. Πουλιέζος0... 0
1

1 =+++ −+
−

+ nNn
N

Nn babab  

Διαιρώντας με , nb

( )bpabab N
N

N ==+++ −
− 0... 0

1
1  (5.7) 

Η (5.7) είναι ένα πολυώνυμο βαθμού Ν. Υποθέτουμε κατ’ αρχάς ότι οι ρίζες του, 
, είναι όλες διακεκριμένες. Τότε οι συναρτήσεις  είναι όλες 

λύσεις της (
nibi ,...,1, = nibn

i ,...,1, =
5.7) και εξαιτίας της γραμμικότητας και η συνάρτηση, 

( ) n
NN

nn bcbcbcny +++= ...2211  (5.8) 

για αυθαίρετες σταθερές , είναι επίσης λύση της (nici ,...,1, = 5.7).   Επιπλέον μπορεί 
να αποδειχθεί στην περίπτωση αυτή ότι η (5.8) είναι η γενική λύση της (5.6). 
Παράδειγμα 5.1   Να βρεθεί η γενική λύση της εξίσωσης διαφορών, 

( ) ( ) ( ) ( ) 021223 =++−+−+ nynynyny  

Λύση:  Η εξίσωση αυτή είναι τρίτης τάξης και επομένως η χαρακτηριστική της εξί-
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σωση είναι .  Οι ρίζες του πολυωνύμου αυτού είναι 
.  Άρα η γενική λύση είναι, 

022 23 =+−− bbb
2,1,1 321 =−== bbb

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 321321 21211 ccccccny nnnnn +−+=+−+=  

Αν μας δοθούν οι πρώτες Ν−1 τιμές της y(n) τότε μπορούμε να λύσουμε το πρόβλη-
μα αρχικής τιμής που προκύπτει από την εξίσωση διαφορών και τις αρχικές τιμές της 
λύσης της. 
Παράδειγμα 5.2  Να λυθεί το πρόβλημα αρχικής τιμής, 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 12,11,00,021223 ====++−+−+ yyynynynyny  

Λύση:  Από το Παρ. 5.1, η γενική λύση είναι, 

( ) ( ) 321 21 cccny nn +−+=  
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 Πουλι
Αντικαθιστώντας τις αρχικές τιμές, παίρνουμε, 

14
12

0

321

321

321

=++
=+−

+ +

ccc
ccc

ccc =
 

Το σύστημα αυτό ικανοποιείται αν 
3
1,

3
1,0 321 =−== ccc , άρα η συγκεκριμένη λύση 

είναι η, 

( ) ( )
3

21
3
1 n

nny +−−=  

Αν το χαρακτηριστικό πολυώνυμο (5.7) έχει ένα ζευγάρι συζυγών μιγαδικών λύσεων 
μπορούμε πάλι να εκφράσουμε την λύση σε πραγματική μορφή.  Αν   και 

, γράφουμε τα σε πολική μορφή, 
yxb i1 +=

yxb i2 −= 21, bb

ϑ

ϑ

i
2

i
1

−=

=

reb

reb
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όπου ( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=+=

x
yyxr τοξεφ,2

1
22 θ .  Τώρα, ( iσυνi

1 +== θϑ nrerb nnnn )ημ θn .  Αντι-

καθιστώντας στην (5.6) παίρνουμε, 

( ) ( )( ) ( ) 0iημσυν...iημσυν 0 =+++++++ θθθθ nnraNnNnr nNn  

Εξισώνοντας τα πραγματικά και μιγαδικά μέρη με μηδέν, βλέπουμε ότι και το πραγ-
ματικό και το μιγαδικό μέρος του b, ικανοποιούν την (5.6). Άρα δύο πραγματικές λύ-
σεις που αντιστοιχούν στο συζυγές μιγαδικό ζευγάρι είναι οι, 21,bb

θθ nrcnrc nn ημ,συν 21  

Παράδειγμα 5.3  Να λυθεί η εξίσωση διαφορών ( ) ( ) ( ) 02122 =++−+ nynyny . 
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Λύση:  Η χαρακτηριστική της εξίσωση είναι 0222 =+− bb , με ρίζες  b1=1+i, b2=1−i.  

Άρα ( )
4
π

1
1τοξεφ,211 2

1
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛==+= θr .  Οι δύο πραγματικές λύσεις που αντιστοι-

χούν στην μιγαδική ρίζα είναι,  

( ) ( )
4
πημ2,

4
πσυν2 nn nn

 

και επομένως η γενική λύση είναι ( ) ( ) ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +=

4
πημ

4
πσυν2 21

ncncny
n

. 

 
Αν  είναι μία διπλή πραγματική ρίζα της χαρακτηριστικής εξίσωσης (1b 5.7), τότε μία 
δεύτερη είναι η . Για να το εξακριβώσουμε αυτό, αντικαθιστούμε την  στην 
(

nnb1
nnb1

5.6) και παίρνουμε, 
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+=

++−+++++=
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=
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N
N

NN
N

Nn

nNn
N
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αφού  και ( 1bp )
1

d
d

bbb
p

=

είναι 0. 
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Μπορεί επίσης να αποδειχθεί ότι οι δύο αυτές λύσεις είναι γραμμικά ανεξάρτητες 
(αφού για να ισχύει   για κάθε n πρέπει 021 =+ ncc 021 == cc ). 

Προχωρώντας επαγωγικά, αν είναι κάποια πραγματική ρίζα πολλαπλότητας 1p nk ≤ , 
τότε k γραμμικά ανεξάρτητες λύσεις της (5.7) είναι οι, 

nknnn bnbnnbb 1
1

1
2

11 ,...,,, −  

Τέλος αν b1 είναι κάποια μιγαδική ρίζα πολλαπλότητας 2k≤n, 2k γραμμικά ανεξάρτη-
τες λύσεις της (5.7) είναι οι, 

θθθ nrnnnrnr nknn συν...,,συν,συν 1− ,  θθθ nrnnnrnr nknn ημ...,,ημ,ημ 1−

όπου   ( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=+=±=

x
yyxryxb τοξεφ,,i 2

1
22

1 θ . 

Η σύνοψη των προηγουμένων αποτελεσμάτων φαίνεται στον Πίνακα 5.1. 
Πίνακας 5.1 

© Α.  Πουλιέζος
Είδος ρίζας Συμμετοχή στη λύση 

1. Απλή ρίζα b. nbc1  
 ( )θθ ncncrn ημσυν 21 +2. Απλή μιγαδική ρίζα  yxb i±= .  

( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=+=

x
yyxr τοξεφ,2

1
22 θ  

[ ]k
kkn cncncb +++ −− ...2

2
1

1  3. Πραγματική ρίζα b πολλαπλότητας k. 

[ ]
[ ] ⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+++

++++
−

+
−

+

−−

θ

θ

κκ ncncnc

ncncnc
r

k
kk

k
kk

n

ημ...

συν...

2
2

2
1

1

2
2

1
1  

 

4. Μιγαδική ρίζα yxb i±=  πολλαπλότη-
τας k. 

Παράδειγμα 5.4  Να λυθεί η εξίσωση διαφορών, 
( ) ( ) ( ) ( ) 0418253 =−+++−+ nynynyny  

Λύση:   Η χαρακτηριστική εξίσωση είναι ( )( ) 021485 223 =−−=−+− bbbbb .  Άρα 
  (διπλή) και η γενική λύση είναι της μορφής, 2,1 21 == bb

( ) ( ) ( ) ( ) ( )321321 2221 ncccncccny nnnn ++=++=  
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5.3 H μη ομογενής εξίσωση 

Ας θεωρήσουμε τώρα την μη ομογενή γραμμική εξίσωση διαφορών τάξης Ν.  Η γε-
νική της μορφή δίνεται από τη σχέση: 

( ) ( ) ( ) ( )nbnyaNnyaNny N =++−+++ − 01 ...1  (5.9) 

Θα παρουσιάσουμε δύο μεθόδους για την λύση της (5.9). Και οι δύο απαιτούν κατ’ 
αρχάς τη λύση της αντίστοιχης ομογενούς, και βασίζονται στο γεγονός ότι η γενική 
λύση της (5.9) είναι της μορφής, 

( ) ( ) ( )nnny ψϕ +=  (5.10) 

όπου φ(n) είναι η λύση της αντίστοιχης ομογενούς και ψ(n) μία συγκεκριμένη λύση 
της (5.9).  Επομένως, όπως και στις διαφορικές εξισώσεις, η λύση της (5.9) ανάγεται 
στην εύρεση κάποιας συγκεκριμένης λύσης της. 

Α. Η μέθοδος της συνετής εικασίας 
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Είναι γνωστό από τις μεθόδους λύσεων των διαφορικών εξισώσεων, ότι η μέθοδος 
αυτή είναι εφαρμόσιμη όταν η συνάρτηση b(n) του δεξιού μέλους της (5.9) έχει κά-
ποια συγκεκριμένη μορφή και συνίσταται στην εικασία κάποιας συνάρτησης που 
φαίνεται να ικανοποιεί την (5.9). Στον Πίνακα 5.2 παρατίθενται συνοπτικά οι συναρ-
τήσεις ψ(n) που μπορούμε να δοκιμάσουμε για διαφορετικούς όρους που πιθανόν να 
περιέχονται στην συνάρτηση b(n). Τα A, B, Αi είναι σταθερές που πρέπει να υπολογι-
στούν. 

Πίνακας 5.2 

Όροι του b(n) Δοκιμαστικές λύσεις ψ(n) 

1.  nb nAb  
( ) ( )anBanA ημσυν +  2.  ή  (anημ ) ( )anσυν

3.  j
m

j
jnc∑

=0

j
m

j
jnA∑

=0
 

4.  j
m

j
j

n ncb ∑
=0

j
m

j
j

n nAb ∑
=0

 

5.  ή (anbnημ ) ( )anbnσυν  ( ) ( ){ }anBanAbn ημσυν +  

 
Παράδειγμα 5.5  Να δειχθεί ότι η γενική λύση της εξίσωσης διαφορών, 
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( ) ( ) ( ) ( ) 0,122 22 >=+++−+ hhnynyhny   

είναι της μορφής ( ) ( ) ( ) 1
2

1
2

1 3
2

2
3

2

1 −⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
++−+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+++=

nn

hhhchhhcny ΟΟ . 

Λύση:  Εδώ , επομένως δοκιμάζουμε μία συγκεκριμένη λύση της μορφής, ( ) 2hnb =
( ) AAbn == 0ψ .  Αντικαθιστώντας παίρνουμε, 

( ) 222 hAhAA =++−  ή 22 hAh =− ⇒ 1−=A  

Άρα μία συγκεκριμένη λύση είναι η ( ) 1−=nψ .  Η χαρακτηριστική εξίσωση της α-
ντίστοιχης ομογενούς είναι η, 

( ) ( ) 012 22 =++−= bhbbp  

με ρίζες, 
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( ) ( )

2
1

22

2
1

222
1

422

2,1

4
1

2
1

2
42

2
42

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+±+=

+±+
=

+±+
=

hhh

hhhhhhb
 

Αναπτύσσοντας την ρίζα με βάση τον διωνυμικό τύπο, 

( )⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
++±+= 4

22

2,1 8
1

2
1 hhhhb Ο  

⇒ ( )3
1 2

1 hhhb Ο+++=
2

, ( )3
2 2

1 hhhb Ο++−=
2

 

Επομένως η γενική λύση της ομογενούς εξίσωσης είναι, 

( ) nn bccbn 221 +=ϕ  

και η γενική λύση, 
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( ) ( ) ( ) 1
2

1
2

1 3
2

2
3

2

1 −⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
++−+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+++=

nn

hhhchhhcny ΟΟ  

Παράδειγμα 5.6   Να βρεθεί η γενική λύση της εξίσωσης διαφορών, 

( ) ( ) ( ) nnnnynyny 35238162 2 ⋅−+=++−+  

Λύση:  Η χαρακτηριστική εξίσωση της αντίστοιχης ομογενούς είναι η, 

( ) 0862 =+−= bbbp  

με ρίζες τις 4,2 21 == bb .  Άρα η γενική της λύση είναι της μορφής, 

( ) nn ccn 42 21 +=ϕ  

Σύμφωνα τώρα με τον Πίνακα 5.2 δοκιμάζουμε μία συγκεκριμένη λύση της μορφής, 

© ς Α. Πουλιέζο( ) nAAnAnAn 3432
2

1 +++=  ψ

 Αντικαθιστώντας παίρνουμε, 
( ) ( ) ( ) =++−+ nynyny 8162 ( ) ( )

( ) ( ){ }
{ }

n

n

n

n

n

n

AAnAnA

AAAnAnAnA

AAAnAAnAnA

AAnAnA

AAnAnA

AAnAnA

38888

318666126

39244

38

3116

322

432
2

1

43221
2

1

432211
2

1

432
2

1

1
432

2
1

2
432

2
1

++++

−−−−−−

++++++=

++++

+++++−

+++++
+

+

 

( ) ( ) nAAAAnAAnA 3243833 412312
2

1 −−−+−+⇒ =−+ nnn 3.523 2

Εξισώνοντας τους συντελεστές των ομοίων δυνάμεων του n, 

4

123

12

1

5
0243
283
33

A
AAA
AA
A

−=−
=−−
=−
=
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Άρα  5,
9

44,
3
8,1 4321 ==== AAAA  και η συγκεκριμένη λύση είναι η, 

( ) nnnn 3.5
9
44

3
82 +++=ψ  

Προσθέτοντάς την στη λύση της ομογενούς, παίρνουμε τελικά, 

( ) nnn nnccny 3.5
9
44

3
842 2

21 +++++=  

Παρατήρηση:  Η μέθοδος που περιγράψαμε παραπάνω δεν οδηγεί στο επιθυμητό αποτέλεσμα αν η 
συγκεκριμένη λύση περιέχει όρους της ομογενούς λύσης. Στην περίπτωση αυτή η συγκεκριμένη 
λύση πρέπει να πολλαπλασιασθεί με κάποια θετική ακέραια δύναμη του n, μεγέθους τέτοιου ώστε 
κανένας όρος της νέας συγκεκριμένης λύσης να μην εμφανίζεται στην ομογενή λύση. 

Παράδειγμα 5.7  Να βρεθεί μία δοκιμαστική λύση για την, 

( ) ( ) ( ) nnnynyny 25238162 2 ⋅−+=++−+  

© Α. Πουλιέζος
 

 (Λύση:   Χρησιμοποιώντας τα αποτελέσματα του Παρ. 5.6, ) nn ccn 42 21 +=ϕ .  Στη 
περίπτωση αυτή όμως δεν μπορούμε να δοκιμάσουμε την,  

( ) nAAnAnAn 2432
2

1 +++=ψ  

αφού ο όρος  περιέχεται στην λύση της ομογενούς. Σύμφωνα λοιπόν με τη προη-
γούμενη παρατήρηση, δοκιμάζουμε την, 

n2

( ) nnAAnAnAn 2432
2

1 +++=ψ  

B. Μεταβολή των παραμέτρων 

Η μέθοδος αυτή, όπως και η προηγούμενη, απαιτεί τον υπολογισμό των ριζών της 
χαρακτηριστικής εξίσωσης της αντίστοιχης ομογενούς, μας επιτρέπει όμως να βρού-
με τη γενική λύση απευθείας και όχι σαν το άθροισμα δύο λύσεων. 
Η λύση της ομογενούς εκφράζεται σαν, 
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( ) ( )nvcn j

N

j
j∑

=
=

1
φ  (5.11) 

όπου τα  περιλαμβάνουν την αντίστοιχη ρίζα b υψωμένη στην νιο-

στή δύναμη όπως και τις δυνάμεις του n που πρέπει να πολλαπλασιάσουν την  
στην περίπτωση πολλαπλών ριζών.  Τα cj, j=1, …, N είναι σταθερές. Τώρα υποθέ-
τουμε ότι η γενική λύση της (

( ) Njnv j ,...,1, =
Nb

5.9) είναι της μορφής, 

( ) ( ) ( )nvnAny j

N

j
j∑

=
=

1
 (5.12) 

όπου τα Aj(n), j=1, …, N είναι συναρτήσεις του n που πρέπει να υπολογισθούν.  Στη 
περίπτωση αυτή ο ακόλουθος αλγόριθμος μας δίνει τις ζητούμενες συναρτήσεις: 
(α)  Σχηματίζουμε  τους πίνακες, 
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⎡

=

nΑ

nΑ
nΑ

NΔ
.
.
.

Δ
Δ

Δ

2

1

Α  ,  

( )⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

nb
.
.
.
0
0

f,  

Οι τρεις αυτοί πίνακες ικανοποιούν την σχέση, 

fΑV =⋅Δ  (5.13) 

(β) Υπολογίζουμε το διάνυσμα ΔΑ που δίνεται από τη σχέση 

fVΑ 1Δ −=  

Ειδικότερα, 

( ) ( )nbvnΑ jNj ⋅= −1Δ  

όπου  είναι το στοιχείο της  j γραμμής και Ν στήλης του . 1−
jNv 1−V
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(γ) Υπολογίζουμε τα   από τις σχέσεις: ( ) NjnAj ,...,1, =

( ) ( ) ( ) NjmΑAnA
n

m
jjj ,...,1,Δ0

1

0
=+= ∑

−

=
 (5.14) 

Η γενική λύση βρίσκεται τελικά αντικαθιστώντας την (5.14) στην (5.12). 
Παράδειγμα 5.8  Να λυθεί με την μέθοδο της μεταβολής των παραμέτρων η εξίσω-
ση διαφορών ( ) ( ) ( ) 26152 nnynyny =++−+ . 

Λύση:  Η χαρακτηριστική εξίσωση έχει ρίζες 3,2 21 == bb , άρα ζητάμε γενική λύση 
της μορφής, 

( ) ( ) ( ) nn nAnAny 32 21 +=  

Η (5.13) γίνεται, 
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Τώρα, από την (5.14), 

( ) ( )

( ) ∑

∑

−

=

−

=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=

+=

1

0

2
1

1

0
111

2
1

2
10

Δ)0(

n

m

m

n

m

mA

mΑnA Α
 (5.15) 

Ο δεύτερος προσθεταίος είναι της μορφής , που υπολογίζεται ως, ∑
=

n

i

iai
0

2

1,
)1(

)1)(1(2)1()1(
3

2233122

0

2 ≠
−

−+−++−−+−
=

++++

=
∑ a

a
aaaaanaanaai

nnnnn

i

i (5.16)
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Χρησιμοποιώντας το τύπο αυτό, η (5.15) γίνεται, 
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Εργαζόμενοι παρόμοια βρίσκουμε, 

( ) [ ]1
3
1

2
1 2

22 ++⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−= nncnA

n

. 

 Έτσι τελικά, 
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( )

2
5

2
3

2
132 2

21 ++++= nnccny nn  

5.4 Ο μετασχηματισμός Z (ζήτα) 

5.4.1 Γενικά περί μετασχηματισμού Z 

Ο μετασχηματισμός Z έχει την ίδια σημασία και παίζει τον ίδιο ρόλο για τα διακριτά 
σήματα και συστήματα (εξισώσεις διαφορών) όπως ο μετασχηματισμός Laplace για 
τα συνεχή σήματα και συστήματα (διαφορικές εξισώσεις). 

Ο (αμφίπλευρος) μετασχηματισμός Z μιας διακριτής συνάρτησης f(k) συμβολίζεται 
με F(z) και ορίζεται ως εξής: 

( ) ( )[ ] ( ) k

k
zkfkfzF −

∞

−∞=
∑== Z  (5.17) 

Αν η διακριτή συνάρτηση f(k) είναι αιτιακή, δηλαδή f(k)=0 για k<0, τότε ο ορισμός 
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(5.17) γίνεται, 

( ) ( )[ ] ( ) k

k
zkfkfzF −

∞

=
∑==

0
Z  (5.18) 

Στην πράξη πολλές φορές η διακριτή συνάρτηση f(k) παράγεται από μία συνεχή συ-
νάρτηση f(t). Η μετατροπή της f(t) στην ( ) ( ) ( )nTftfkf == * , όπου T είναι η χρονι-
κή απόσταση μεταξύ δύο διαδοχικών τιμών της f(k), γίνεται με ένα δειγματολήπτη.  
Ο δειγματολήπτης είναι ουσιαστικά ένας διακόπτης που κλείνει στιγμιαία με συχνό-
τητα fs=1/T.  Έτσι, η έξοδος του ( )tf *  είναι μία διακριτή συνάρτηση με πλάτος ίσο 
με το πλάτος της f(t) στα χρονικά σημεία nT, n=0, 1, 2, .... 
Iσχύει το παρακάτω Θεώρημα του Shannon σχετικά με τη συχνότητα δειγματολη-
ψίας  fs=1/T. 
Θεώρημα 5.1  Έστω  η μεγαλύτερη συχνότητα του φάσματος συχνοτήτων της  
f(t). Τότε, για να είναι δυνατή η αναπαραγωγή της  f(t) από την  θα πρέπει 

. 

1f
( )tf *

12 ff s ≥
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Ο αντίστροφος μετασχηματισμός Z μιας συναρτήσεως F(z) συμβολίζεται f(nT) και 
ορίζεται ως εξής, 

( ) ( )[ ] ( ) zzzFzFnTf n d
πi2
1 11 ∫ −− == Z  (5.19) 

και, 

( ) ( ) ( )∑
∞

=
−=

0

*

n
nTtnTftf δ  

Παρατήρηση:  Ο αντίστροφος μετασχηματισμός Z δεν είναι μονοσήμαντος. Αυτό συμβαίνει διότι 
υπάρχει ένας άπειρος αριθμός συνεχών συναρτήσεων f(t) που μπορούν να έχουν την ίδια f*( t) αλ-
λά να έχουν διαφορετικές μορφές για τις τιμές t≠nT .  Επομένως, στη γενική περίπτωση, 

( )[ ] ( ) ( )tftfzF ≠=− *1Z  

Αντίθετα, ο μετασχηματισμός Z όλων των f(t) που έχουν την ίδια f*( t) θα είναι ο ίδιος, δηλαδή, 

( ) ( )[ ] ( )[ ]tftfzF *ZZ ==  
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5.4.2 Ιδιότητες και θεωρήματα μετασχηματισμού Z 

1. Γραμμικότητα. Ο μετασχηματισμός Z είναι ένας γραμμικός μετασχηματι-
σμός, δηλαδή ισχύει η σχέση, 

( ) ( )[ ] ( )[ ] ( )[ ] ( ) (zFczFctfctfctfctfc 221122112211 + )=+=+ ZZZ  

όπου και είναι σταθερές και 1c 2c ( ) ( )[ ] 2,1, == itfzF ii Z . 

Απόδειξη:  Αν εφαρμόσουμε τον ορισμό του μετασχηματισμού Z, θα έχουμε: 

( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]
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2. Μετατόπιση στο πεδίο του χρόνου. Οι διακριτές συναρτήσεις f(nT−kT) και 
f(nT+kT) προέρχονται από τη συνάρτηση f(nT) όταν αυτή μετατοπισθεί κατά kT μο-
νάδες δεξιά και αριστερά του σημείου nT, αντίστοιχα. Από τον ορισμό έχουμε: 
α. 
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β. 
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γ.  

  

(όπου στο τελευταίο βήμα ετέθη m=n). 
Από τις παραπάνω σχέσεις προκύπτουν οι απλές ειδικές περιπτώσεις: 

( )[ ] ( ) ( )0zfzzFTtf −=+Z  (5.20) 

( )[ ] ( ) ( ) ( )TzffzzFzTtf −−=+ 02 22Z  (5.21) 

( )[ ] ( ) ( )TfzFzTtf −+=− −1Z  (5.22) 

( )[ ] ( ) ( ) ( )TfTfzzFzTtf 22 12 −+−+=− −−Z  (5.23) 

Οι σχέσεις (5.20)-(5.23) είναι ανάλογες προς τις σχέσεις του μετασχηματισμού 
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Laplace συνεχών συναρτήσεων. 
3. Συνέλιξη δύο διακριτών συναρτήσεων.  Έστω οι διακριτές αιτιακές συναρτή-
σεις f(nT) και h(nT). Η συνέλιξη των δύο συναρτήσεων συμβολίζεται με  

 και ορίζεται ως εξής: ( ) ( ) (nThnTfnTy ∗= )

)( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) (∑∑
∞

=

∞

=
−=−=∗=

00 ii
iTnTfiThiTnThiTfnThnTfnTy         

Ο μετασχηματισμός Z της y(nT) θα είναι: 
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Αν αντιστρέψουμε τη σειρά των αθροισμάτων θα έχουμε: 
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Επειδή η f(mT) είναι αιτιακή συνάρτηση, δηλαδή f(mT)=0 για m<0, έπεται ότι: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )zFzHzmTfziThzY
m
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i

i =⎥⎦
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⎡⋅⎥⎦
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−
∞
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−

00
 (5.24) 

4. Το Θεώρημα της αρχικής τιμής.  Ισχύει (ορ)0( zFf
z ∞→

= . 

Απόδειξη: Έχουμε,  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ...0 21

0
+++== −−

∞

=

−∑ znTfznTffznTfzF
n

n  

Επομένως, . ( ) ( )0ορ fzF
z

=
∞→
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5. Το Θεώρημα της τελικής τιμής.  Ισχύει ( ) ( ) ( )zFznTf
zn

1ορορ
1

−=
→∞→

. 

Η απόδειξη παραλείπεται. 
Οι προηγούμενες ιδιότητες και θεωρήματα συνοψίζονται στο Πίνακα Π.3 του Πα-
ραρτήματος. 

5.4.3 Μετασχηματισμοί Z τυπικών συναρτήσεων 

1. ( )mTnTnTf −= δ)( , όπου ( )mTnT −δ , είναι η (μετατοπισμένη) μοναδιαία 
κρουστική ακολουθία  (Σχ. 5.1), 

⎩
⎨
⎧

≠
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Σχήμα  5.1 

Έχουμε, 

( ) ( ) m

n

n zzmTnTmTnT −
∞

=

− =−=− ∑
0

][ δδZ  

2. ( ) ( mTnTunTf −= , όπου ( )mTnTu −  είναι η (μετατοπισμένη) μοναδιαία 
βηματική ακολουθία (Σχ. 5.2), 
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<
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u(nΤ-mΤ)  

n1 2 m

1 

 
Σχήμα  5.2 

Έχουμε, 

( )[ ] ( )[ ] ( ) ( )
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=
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⎥
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όπου έγινε χρήση της σχέσης, 
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3. , όπου ( ) ( )mTnTrtf −= ( )mTnTr −  είναι η (μετατοπισμένη) ακολουθία α-
ναρριχήσεως (Σχ. 5.3), 
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Σχήμα  5.3 

Έχουμε, 
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5.4.4 Ο αντίστροφος μετασχηματισμός Z 

Όπως ο υπολογισμός του αντιστρόφου μετασχηματισμού Laplace έτσι και ο υπολο-
γισμός του αντιστρόφου μετασχηματισμού Z ανάγεται ουσιαστικά σ’ ένα πρόβλημα 
αναπτύξεως μιάς ρητής συναρτήσεως σε άθροισμα μερικών κλασμάτων που ο αντί-
στροφός τους υπολογίζεται απ’ ευθείας από τους πίνακες ζευγών μετασχηματισμού 
Z που δίνονται στον Πίνακα Π.4 του Παραρτήματος.  Επειδή όμως οι συναρτήσεις 
στο πεδίο του z παρουσιάζουν την μεταβλητή z στον αριθμητή, αναλύουμε την 
F(z)/z, αντί της F(z), σε άθροισμα μερικών κλασμάτων, οπότε η F(z) θα είναι 
z[F(z)/z]. 

Παράδειγμα 5.9   Να βρεθεί ο αντίστροφος μετασχηματισμός Z της συναρτήσεως, 
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. Πουλιέ( ) ( )( )41
3
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−
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zzF  

Λύση:  Αναπτύσσουμε την F(z)/z σε άθροισμα μερικών κλασμάτων,  
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( )( ) 4

1
1

1
41

3
−

−
−

=
−−

−
=

zzzzz
zF  

Άρα η F(z) θα είναι ( )
41 −

−
−

=
z

z
z

zzF .  Από τον πίνακα ζευγών μετασχηματισμού 

Z  βρίσκουμε ότι, 

(nTu
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1Z ), Τ=1 και n

z
z 4

4
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⎭
⎬
⎫

⎩
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−
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Επομένως, ( ) ( ) nnnTunTf 414 −=−= . 

Παράδειγμα 5.10   Να βρεθεί ο αντίστροφος μετασχηματισμός Z της συναρτήσεως, 
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( ) ( )
( ) ( )32

4
2 −−
−

=
zz

zzzF  

Λύση:  Αναπτύσσουμε τη συνάρτηση F(z)/z σε άθροισμα μερικών κλασμάτων.  Επει-
δή η ρίζα z=2 είναι επαναλαμβανόμενη, έχουμε: 

( )
( ) 3

1
2

2
2

1
2 −
−

−
+

−
=

zzzz
zF  

και επομένως, 

( )
( ) 32

2
2 2 −
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=
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Επειδή για T=1, 
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⎭
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⎫
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( ) { } ( ) nnnnn nnzFnTf 3213221 ++=++== −Z . έπεται ότι 

Παράδειγμα 5.11   Η ακολουθία Fibonacci1 είναι μία ακολουθία αριθμών, που ο κά-
θε όρος της είναι το άθροισμα των δύο προηγουμένων όρων. Οι δύο πρώτοι όροι της 
ακολουθίας είναι το 0 και το 1. Ζητείται να βρεθεί ο γενικός όρος της ακολουθίας. 
Λύση: Έστω y(n) ένας τυχαίος όρος της ακολουθίας. Τότε η ακολουθία του Fibonacci 
περιγράφεται από την εξίσωση διαφορών, 

( ) ( ) ( )nynyny ++=+ 12  (5.25) 

με αρχικές συνθήκες y(0)=0 και y(1)=1.  Η (5.25) μπορεί να λυθεί στο πεδίο n με με-
θόδους που προαναφέραμε ή χρησιμοποιώντας τον μετασχηματισμό Z. Ο μετασχη-
ματισμός Z υπερτερεί των μεθόδων του πεδίου n διότι μετατρέπει την εξίσωση δια-
φορών σε μία αλγεβρική εξίσωση, όπως και ο μετασχηματισμός Laplace. 
Εφαρμόζοντας το μετασχηματισμό Z στην (5.25) θα έχουμε: 

                                                 
 
1 Δες βιογραφίες. 
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( ){ } ( ){ } ( ){ }nynyny ZZZ ++=+ 12  (5.26) 

Από τις σχέσεις (5.20) και (5.21) έχουμε,  

( ){ } ( ) ( ) ( )zzYzYzzYny =−=+ 02Z  
( ){ } ( ) ( ) ( ) ( ) zzYzzYYzzYzny −=−−=+ 102 222Z  

Επομένως η (5.26) γίνεται ( ) ( ) ( )zYzzYzzYz +=−2 .  Άρα, 

( )
12 −−

=
zz

zzY   

Προκειμένου να υπολογίσουμε την ( ) ( ){ }zYny 1−=Z  θα αναλύσουμε την Y(z) σε ά-
θροισμα μερικών κλασμάτων.  Έχουμε, 
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1 , n=0, 1, …, 

Παράδειγμα 5.12  (Υπολογισμός τοκοχρεωλύσιου).  Έστω ότι δανειζόμαστε P ευρώ 
με ετήσιο επιτόκιο R%, για διάστημα k ετών.  Ποιο είναι η μηνιαία δόση x; 
Λύση: Ξεκινάμε υπολογίζοντας τον συνολικό τόκο.  Στο πρώτο μήνα αυτός είναι, 

I(1)=(r/12)P, r=R/100 

ενώ στο δεύτερο, 

))1((
12

)1()2( IxrII −−=  

Προχωρώντας επαγωγικά, 
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xrnIrnIxrnInI
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)()1( −⎟
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⎞

⎜
⎝
⎛ +=−−=+  (5.27) 

Η (5.27) είναι μία εξίσωση διαφορών (γραμμκή, μη ομογενής) ως προς I(n) με αρχι-

κή συνθήκη Ι(1)=
12
r P.  Χρησιμοποιώντας τις τεχνικές της Ενότητας 5.3, βρίσκουμε 

(καλή άσκηση!): 
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Επομένως ο συνολικός τόκος είναι, 
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Τώρα, 
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Συνακόλουθα, 
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Αλλά η ποσότητα 12kx−P πρέπει να ισούται με το Ι, οπότε, 
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5.5 Συστήματα εξισώσεων διαφορών 

Κατ’ αναλογία προς τα συστήματα διαφορικών εξισώσεων, μπορούμε να εξετάσουμε 
συστήματα εξισώσεων διαφορών.  Έτσι η, 

x(k+1)=A(k)x(k)+B(k)f(k),  x(k0)=x0 (5.28) 

περιγράφει ένα γραμμικό, χρονικά μεταβαλλόμενο σύστημα εξισώσεων διαφορών 
πρώτης τάξης.  Ένα τέτοιο σύστημα μπορεί να προκύψει και από τη βαθμωτή εξίσω-
ση τάξης N, που περιγράφεται από τη (5.9): 

( ) ( ) ( )kbkykakykaky N
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 =++−+++ − )(...1)( 01Ν Ν  (5.9)

αν κάνουμε τις ακόλoυθες αντιστοιχήσεις: 

x1(k)=y(k) 
x2(k)=y(k+1)=x1(k+1) 
x3(k)=y(k+2)=x2(k+1) 
…………………….. 

xN(k)=y(k+N−1)=xN−1(k+1) 

Επομένως, 
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ή 

x(k+1)=A(k)x(k)+B(k)b(k) 
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Το σύστημα (5.28) μπορεί να λυθεί ή απευθείας, χρησιμοποιώντας τον πίνακα μετα-
φοράς Φ(k, k0) (ανάλογο του eAt της Ενότητας 3.4) ή μέσω του μετασχηματισμού Z. 

Η μορφή της λύσης της (5.28) μπορεί εύκολα να βρεθεί επαγωγικά.  Έτσι για k=k0, 
k0+1, … η 5.28 γίνεται 

    x(k0+1) = A(k0)x(k0)+B(k0)f(k0) 
    x(k0+2) = A(k0+1)x(k0+1)+B(k0+1)f(k0+1) 

= A(k0+1)[A(k0)x(k0)+B(k0)f(k0)]+B(k0+1)f(k0+1) 
= A(k0+1)A(k0)x(k0)+A(k0+1)B(k0)f(k0)+B(k0+1)f(k0+1)  

……………………………………………. 
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(Ο πίνακας μετάβασης απαντάται και με την ονομασία θεμελιώδης πίνακας, κυρίως 
σε πλαίσια μαθηματικά).  Έτσι, η γενική λύση της (
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Με απλή εξέταση μπορούμε να δούμε ότι ο πίνακας μετάβασης Φ(k, 0) δίνεται από 
το τύπο, 

Φ(k, 0)=∏  
−

=

1

0
)(

k

i
iA (5.29)  

5.28) γράφεται και σαν, 

x(k)=Φ(k, 0)x0+   ∑
−

=
+

1

0
)()1,(

n

r
rrk fΦ (5.30)  

Παραμένει το πρόβλημα υπολογισμού του πίνακα μετάβασης.  Στη γενική περίπτωση 
όπου ο πίνακας Α είναι χρονικά μεταβαλλόμενος απαιτούνται αριθμητικές μέθοδοι.  
Στην απλούστερη περίπτωση σταθερών Α, ο πίνακας μετάβασης γίνεται, 

Φ(k, 0)=Αk   

Για να υπολογίσουμε τον Αk, χρησιμοποιούμε τον αλγόριθμο Putzer.  Ο αλγόριθμος 
αυτός συνίσταται στην έκφραση του Αk ως, 

Αk=  1()(
1

−∑
=

jku
s

j
j M

όπου, 
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(η απόδειξη στον Elaydi). 
Παράδειγμα 5.13  Να λυθεί το σύστημα x(k+1)=Ax(k)+f(k), όπου  
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Λύση:  Χρησιμοποιώντας τον αλγόριθμο του Putzer, βρίσκουμε ότι, 
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 Αντικαθιστώντας στη (5.30), η λύση είναι, 
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Βιογραφίες 

 
PISANO, Leonardo (FIBONACCI) 
(1170−~1250). 
Ο Leonardo Pisano (δηλ. εκ Πίζας ορμώμενος) θεωρείται ο 
μεγαλύτερος μαθηματικός του μεσαίωνα.  Το προσωνύμιο 
Fibonacci προήλθε από τη σύντμηση των λέξεων filius Bo-
nacci, που σημαίνει ο «γιος του Bonnacio», το επίθετο του 
πατέρα του. 
Ο Fibonacci είναι βέβαια περισσότερο γνωστός σε μας από 
την ομώνυμη αριθμητική ακολουθία, την οποία περιγράφει 
στο βιβλίο του Liber Abaci (1202), ως τη λύση στο πρόβλη-
μα «Πόσα ζευγάρια κουνελιών δημιουργούνται από ένα 
ζευγάρι σ’ ένα χρόνο;»  Η ακολουθία πάντως φαίνεται ότι 
ήταν γνωστή σε Άραβες και Ινδούς μαθηματικούς νωρίτερα. 
Η μεγάλη συνεισφορά όμως του Fibonacci είναι η εισαγωγή 
του δεκαδικού αριθμητικού συστήματος με τα Ινδο-
Αραβικά σύμβολα που χρησιμοποιούμε μέχρι σήμερα. 
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(μέχρι τότε χρησιμοποιούσαν τα λατινικά σύμβολα και μέθοδο αρίθμησης).   Ο Fibonacci προσέ-
λαβε τη γνώση αυτή από άραβες δασκάλους, κατά τη παραμονή του στη Β.  Αφρική με το πατέρα 
του που ήταν εμπορικός ακόλουθος. 
 

LAPLACE, Pierre Simon (1749-1827). 
Διακεκριμένος Γάλλος (από το Beaumont-en-Auge της 
Νορμανδίας) μαθηματικός, ίσως ο σπουδαιότερος της ε-
ποχής του.  Ήταν σύγχρονος των Lagrange, Legendre, d’ 
Alembert (του οποίου ήταν κάποιο τρόπο προστατευόμε-
νος), Poisson και Fourier.  Υπήρξε μέλος της Académie 
des Sciences και Γερουσιαστής υπό τον Ναπολέοντα.  Οι 
πολιτικές του όμως πεποιθήσεις εναλάσσονταν, ακολου-
θώντας την ιστορική ροή της Γαλλίας, τακτική που τον 
έκανε αντιπαθή στους συναδέλφους του. 
O Laplace εντρύφησε σε διάφορες επιστημονικές περιο-
χές: μαθηματικά (με μελέτες σε βελτιστοποίηση συναρτή-
σεων, διαφορικές εξισώσεις, θεωρία πιθανοτήτων), α-
στρονομία (με το μνημειώδες 5τομο σύγγραμμα του 
Traité du Mécanique Céleste) και φυσική. 
Γνωστός κυρίως από τον μετασχηματισμό που φέρνει τ’ 
όνομά του. 
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Α. Πουλιέζος Διαφορικές εξισώσεις και εξισώσεις διαφορών
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http://edu.eap.gr/pli/pli12/students.htm 
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