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Θέµα 1

(α)[12] Για τη ∆.Ε.: y′ ln(ty) +
f(y)

t
+ t2 = 0, t, y > 0, ϐρείτε όλες τις συναρτήσεις f(y) για τις οποίες η ∆.Ε.

είναι πλήρης και αν για µία από αυτές f(0) = 0 υπολογίστε την (πεπλεγµένη) λύση της ∆.Ε.

(ϐ)[16] Σε µία πόλη 1000 κατοίκων ένας κάτοικος εµφανίζει συµπτώµατα µόλυνσης από καποιον ιό ! Η
εξάπλωση του ιού δίνεται από τη ∆.Ε.

A′ = k (1000−A)A, όπου k > 0 και A(t) = κάτοικοι που ασθενούν στο χρόνο t.

΄Αν µετά από 4 ηµέρες 50 κάτοικοι έχουν ασθενήσει, πόσοι κάτοικοι ϑα είναι άρρωστοι σε 6 ηµέρες ;

Θέµα 2

(α)[12] ΄Εστω το Π.Α.Τ. για την y(t): y′′ + ay′ + by = 0, µε a, b ∈ R µε y(0) = 1, y′(0) = c ∈ R. Αν µία λύση
του Π.Α.Τ. είναι η y1(t) = e−3t και ισχύει ότι lim

t→∞
y(t) = 2, υπολογίστε τις σταθερές a, b, και c.

(ϐ)[12] Υπολογίστε τη γενική λύση, y(t), της ∆.Ε.: 2y′′ + 4y′ = e−t − 2y (χωρίς τη χρήση µετασχηµατισµών
Laplace).

Θέµα 3

΄Εστω το παρακάτω σύστηµα διαφορικών εξισώσεων για τις x1(t) και x2(t):

x′1 = x1 + 2x2 + 2e4t,

x′2 = 2x1 + x2 + e4t

Χωρίς να µετασχηµατίσετε το σύστηµα σε διαφ. εξισώσεις δεύτερης τάξης :

(α)[16] Υπολογίστε όλες τις λύσεις του παραπάνω συστήµατος που ικανοποιούν την συνθήκη x1(0) = 8/5.
(ϐ)[5] Σχεδιάστε το γράφηµα του διανυσµατικού πεδίου (επίπεδο ϕάσης) και τις αντίστοιχες τροχιές των λύσεων
για το οµογενές σύστηµα που προκύπτει από το παραπάνω.

Θέµα 4

(α)[9] Αν ο µετασχηµατισµός Laplace µιας συνάρτησης f(t) είναι L{f(t)} = 3s2

s5 + 1
και f(0) = 1, f(1) = 4

και f ′(0) = −6, υπολογίστε τους : (i) L{tf(t)}, (ii) L{f ′′(t)}, (iii) L{e−2tf(t)} και (iv) αν

g(t) = L−1
{
e−6s

3s2

s5 + 1

}
υπολογίστε το g(1).

(ϐ)[18] Το σύστηµα ελατήριου-µάζας χωρίς απόσβεση στο σχήµα, έχει m = 1 kgr και η σταθερά ελατηρίου
είναι k = 25π2 N/m. Το σύστηµα αρχικά, t = 0, είναι σε ισορροπία (y = 0) και για ένα δευτερόλεπτο
ασκείται εξωτερική δύναµη Fm = 1N . Με χρήση µετασχηµατισµών Laplace και της συνάρτησης µοναδιαίου
ϐήµατος υπολογίστε την κίνηση y(t) του συστήµατος.

ΚΑΛΗ ΕΠΙΤΥΧΙΑ !
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Μ.Π.∆.: Σ.∆.Ε., Επαναληπτική Εξέταση, 9/2020, Απαντήσεις Θεµάτων

Θέµα 1

(α) ΄Εχοντας M(t, y) = t2 + f(y)
t και N(t, y) = ln(ty) τότε ∂M

∂y = f ′(y)
t και ∂N

∂t = 1
t . Για να είναι τοτε

ακριβής/πλήρης η ∆.Ε. πρέπει f ′(y) = 1 δηλ. f(y) = y + c, c ∈ R.
Για τη λύση, αν f(0) = 0 ⇒ c = 0 άρα f(y) = y και για τη λύση

u =

∫
M(t, y)dt =

t3

3
+ y ln t+ g(y)

N =
∂u

∂y
= ln t+ g(y)′ συνεπώς g′(y) = ln y άρα g(y) = y ln y − y.

Η λύση (σε πεπλεγµένη µορφή) είναι : u(t, y) = t3

3 + y ln t+ y ln y − y = C.

(ϐ) ΄Εχουµε να λύσουµε το Π.Α.Τ. (εφόσον αρχικά, για t = 0, ένας κάτοικος ήταν άρρωστος)

A′ = k (1000−A)A, A(0) = 1

Η ∆.Ε. µπορεί να λυθεί είτε σαν χωριζοµένων µεταβλητών είτε σαν Bernoulli, η γενική λύση της είναι

A(t) =
1000Ce1000kt

1− Ce1000kt

Απο A(0) = 1 έχουµε C =
A(0)

A(0)− 1000
συπεπώς,

A(t) =
1000A(0)

A(0) + (1000−A(0))e−1000kt
=

1000

1 + 999e−1000kt

όπου πρέπει να υπολογίζουµε το k (σταθερά µεταβολής). Απο A(4) = 50 (στις 4 µέρες 50 κάτοικοι
άρρωστοι) έχουµε

50 =
1000

1 + 999e−4000k
⇒ k ≈ 0.0009906

Τελικα (στις 6 ηµέρες),

A(6) =
1000

1 + 999e−0.9906·6
≈ 276 κάτοικοι αναµένεται να αρρωστήσουν σε 6 ηµέρες.

Θέµα 2

(α) Για το δοσµένο Π.Α.Τ. y′′ + ay′ + by = 0 γνωρίζουµε, από υπέρθεση, ότι η γενική λύση είναι
y(t) = C1y1(t) +C2y2(t) και ότι η χαρακτηριστική της εξίσωση είναι r2 + ar+ b = 0 και εφόσον y1(t) = e−3t

µια ϱίζα της χαρ. εξίσωσης είναι r = −3, αρα (−3)2 + a(−3) + b = 0 =⇒ −3a+ b = −9.
Εφόνον ισχύει ότι lim

t→∞
y(t) = 2 (δηλ. σταθερή τιµή και y1(t)→ 0) η δευτερη ϱίζα είναι η r = 0 και C2 = 2.

΄Αρα απο τη χαρ. εξίσωση 02 + a0 + b = 0 =⇒ b = 0 και a = 3. Τέλος, εφόσον y(0) = 1 από τη γεν. λύση
έχουµε C1 + 2 = 1 =⇒ C1 = −1. ΄Αρα y(t) = −e−3t + 2 και y′(t) = 3e−3t, συνεπώς y′(0) = 3 = c.

(ϐ) Από τη δοσµένη ∆.Ε. έχουµε 2y′′ + 4y′ + 2y = e−t δηλ. µη-οµογενής µε σταθερούς συντελεστές. Η λύση
της οµογενούς είναι, µε ϐάση τη χαρ. εξίσωση (r + 1)2 = 0 και r = −1 διπλή ϱίζα,

yc(t) = c1e
−t + c2te

−t, c1, c2 ∈ R

Στη συνέχεια µε τη µέθοδο απροσδιόριστων συντελεστών, η ειδική λύση ϑα είναι της µορφής yp = At2e−t

(διπλή προσαύξηση λόγω της οµογενούς) και αντικαθιστώντας στη ∆Ε ττην yp, y′p και y′′p έχουµε ότι A = 1/4,
συνεπως

y(t) = yc + yp = c1e
−t + c2te

−t +
1

4
t2e−t
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Θέµα 3

(α) Το οµογενές σύστηµα σε µορφή πίνακα-διάνυσµα είναι[
x′1
x′2

]
=

[
1 2
2 1

] [
x1
x2

]
= A

[
x1
x2

]
.

Εφαρµόζοντας τη µέθοδος ιδιοτιµών υπολογίζουµε την ορίζουσα det(A− λI) = 0 =⇒ λ1,2 = −1, 3

Λύνοντας για τα ιδιοδιάνυσµατα v1 = [−1, 1]T και v2 = [1, 1]T. ΄Αρα η λύση του οµογενούς συστήµατος είναι

~xc (t) = c1e
−t
(
−1
1

)
+ c2e

3t

(
1
1

)
, c1, c2 ∈ R

Για τη ειδική λύση µαντεύουµε ότι είναι της µορφής ~xp (t) = e4t
(
a
b

)
και αντικαθιστώντας στο µη-οµογενές

σύστηµα έχουµε

4

(
a
b

)
e4t =

[
1 2
2 1

](
a
b

)
e4t +

(
2
1

)
e4t ⇒ a = 8/5, b = 7/5

Τέλος, από τη συνθήκη x1(0) = 8/5 ⇒ c1 = c2.

(ϐ) Με ϐάση τα κυρίαρχα ιδιοδιάνυσµατα v1 και v2 και τη λύση του οµογενούς που ϐρήκαµε στο (α) ερώτηµα,
οι τροχιές των λύσεων είναι

Θέµα 4

(α) Από τις ιδιότητες του µετασχηµατισµού

(i) L{tf(t)} = − d
dsL{f(t)} = −

d
ds(

3s2

s5+1
) = 9s6−6s

(s5+1)2
,

(ii) L{f ′′(t)} = s2F (s)− sf(0)− f ′(0) = 3s4

s5+1
,

(iii) L{e−2tf(t)} = F (s+ 2) = 3(s+2)2

(s+2)5+1
και

(iv) g(t) = L−1{e−6s 3s2

s5 + 1
} = u(t− 6)f(t− 6) ⇒ g(1) = 0.
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(ϐ) Το Π.Α.Τ. που περιγράφει την κίνηση είναι

my′′ + ky = Fm ⇒ y′′ + 25π2y = 1− u(t− 1), y(0) = 0

Ο µετασχηµατισµός Laplace υου Π.Α.Τ. δίνει

s2L{y}+ 25π2L{y} = 1

s
− e−s

s
⇒ L{y} = 1

s2 + 25π2

(
1

s
− e−s

s

)
Από απλά κλάσµατα

1

s(s2 + 25π2)
=
A

s
+

Bs+ C

s2 + 25π2
⇒ C = 0, A = 1/25π2, B = −1/25π2

άρα

L{y} = 1

25π2

(
1

s
− s

s2 + 25π2

)
(1− e−s) ⇒ L{y} = 1

25π2
(L{1} − L{cos(5πt)}) (1− e−s)

Εφόσον ισχύει ότι L{u(t− a)f(t− a)} = e−asL{f(t)} έχουµε

y(t) =
1

25π2
(1− cos(5πt))− 1

25π2
[u(t− 1)− u(t− 1) cos(5π(t− 1))].
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