
Μ.Π.∆.: Σ.∆.Ε., Τελική Εξέταση, 1/2021, ∆ιάρκεια: 2 ώρες και 15 λεπτά

Θέµα 1

(α)[12] ∆εξαµενή περιέχει αρχικά 10 λίτρα (l) νερού και διαλυµένα 0.5 κιλά (kgr), αλατιού. ΄Ενα µείγµα

συγκέντρωσης
1

200
(10− t)2(sin t+ 1) σε (Kgr/l), σε αλάτι εισέρχεται στη δεξαµενή µε ϱυθµό 1 l/min και το

καλά αναδευόµενο µείγµα εκρέει από τη δεξαµενή µε ϱυθµό 2 l/min. Να ϐρεθεί η έκφραση της ποσότητας
του αλατιού στη δεξαµενή, για οποιαδήποτε χρονική στιγµή t(min).

(ϐ)[8] Υπολογίστε τη λύση y(t) της ∆.Ε. y′ =
1

t− y
+ 1.

(γ) [4+8] Για τη ∆.Ε. y′+
y

t
− y3 = 0, σχεδιάστε το πεδίο κλίσεών της στο [t, y] ∈ [1, 4]× [0, 4] και στη συνέχεια

υπολογίστε τη λύση της ∆.Ε. που ικανοποιεί τη συνθήκη y(3) = 1.

Θέµα 2

(α)[5 + 7] ΄Εστω το Π.Α.Τ. my′′ + cy′ + ky = f(t), y(0) = y0 και y′(0) = u0, το οποίο περιγράφει την
µετακίνηση από τη ϑέση ισορροπίας ενός σώµατος µάζας m συνδεδεµένο µε ένα ελατήριο. (i) Αν η λύση της
∆.Ε. για f(t) = 0 και m = 5kgr είναι yc = 2e−t cos(

√
3t− 1.0472), υπολογίστε τα c και k και (ii) για τα c και

k που ϐρήκατε, υπολογίστε τη γενική λύση της ∆.Ε. αν f(t) = 5 sin(2t).

(ϐ)[12] Υπολογίστε τη γενική λύση, y(t), της ∆.Ε.: t2y′′ + ty′ − y = t− 1

t
, t > 0.

Θέµα 3

(α)[10] ΄Εστω ο πίνακας A =

[
λ 2
0 λ

]
, λ ∈ R ενός γραµµικού συστήµατος ∆.Ε. ~x′ = A~x, υπολογίστε τον eAt.

(ϐ)[7+10] ΄Εστω το παρακάτω σύστηµα διαφορικών εξισώσεων για τις x(t) και y(t):

x′ = y,

y′ = −x+ 2 cos t

Χωρίς να µετασχηµατίσετε το σύστηµα σε διαφ. εξισώσεις δεύτερης τάξης :

(i) Υπολογίστε ένα ϑεµελιώδη πίνακα λύσεων για το οµογενές σύστηµα που προκύπτει από το παραπάνω και
(ii) υπολογίστε τη γενική λύση του µη-οµογενούς συστήµατος.[Υπόδειξη : για την λύση του µη-οµογενούς είναι

ίσως καλύτερα να µην χρησιµοποιήσετε τη µέθοδο απροσδιόριστων συντελεστών].

Θέµα 4

(α)[5] Να ϐρεθεί ο αντίστροφος µετασχηµατισµός Laplace της F (s) =
2s+ 3

s2 + 4s+ 7
.

(ϐ)[12] Η εξέλιξη ενός πληθυσµού ψαριών y(t) στο χρόνο t, µε ϱυθµό αύξησης 1% και µείωσης λόγω αλιείας
µε ϐάση τη συνάρτηση h(t) για 30 ηµέρες, δίνεται από το Π.Α.Τ.

y′(t) = 0.01y(t)− h(t), y(0) = 100 µε h(t) =

{
3 αν 0 ≤ t < 30

0 αν t ≥ 30

Υπολογίστε την y(t) µε χρήση µετασχηµατισµών Laplace και της ϐηµατικής συνάρτησης.

Η ακρίβεια των υπολογισµών σας και των τελικών αποτελεσµάτων σας είναι σηµαντική

ΚΑΛΗ ΕΠΙΤΥΧΙΑ !
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Μ.Π.∆.: Σ.∆.Ε., Τελική Εξέταση, 1/2021, Απαντήσεις Θεµάτων

Θέµα 1

(α) ΄Εστω x(t) η ποσοτητα αλατιού, σε kgr, στο χρόνο. Το Π.Α.Τ που περιγράφει το πρόβληµα είναι

x′(t) = 1 · 1

200
(10− t)2(sin t+ 1)− 2 · x(t)

10− t
⇒ x′(t) +

2x(t)

10− t
=

1

200
(10− t)2(sin t+ 1), x(0) = 0.5

Με ολοκληρωτικό παράγοντα e

∫
2

10− t
dt

= e−2 ln(10−t) = (10− t)−2 έχουµε

(10− t)−2x′ + 2x(10− t)−3 = 1

200
(sin t+ 1) ⇒ [(10− t)−2x]′ = 1

200
(sin t+ 1) συνεπώς

(10− t)−2x =
1

200

∫
(sin t+ 1)dt = (t− cos t) + C ⇒ x(t) =

1

200
(10− t)2(t− cos t+ C)

Από την αρχική συνθηκη x(0) = 0.5 έχουµε ότι C = 1/00, άρα η απάντηση είναι

x(t) =
1

200
(10− t)2(t− cos t+ 2).

(ϐ) Η ∆.Ε. µπορεί να γραφεί ως −t+ y− 1+ (t− y)y′ = 0, και ελεγχουµε αν είναι ακριβής (πλήρης). ΄Εχουµε

τότε
∂M

∂y
= 1 =

∂N

∂t
, συνεπώς

u =

∫
Mdt+ g(y) =

−t2

2
+ ty − t+ g(y) και

∂u

∂y
= t− y ⇒ t+ g′(y) = t− y ⇒ g(y) = −y2/2

΄Αρα έχουµε u = −t2/2 + ty − t− y2/2 = C ⇒ y(t) = t±
√
2C − 2t, για t < C.

Παρατήρηση: η ∆.Ε. µπορεί να λυθεί και µε αλλαγή µεταβλητής u = t− y, u′ = 1− y′ που οδηγεί στο ίδιο
(προφανώς) αποτέλεσµα.

(γ)

Η ∆.Ε. y′ +
y

t
− y3 = 0, y(3) = 1 είναι τύπου Bernoulli, συνεπώς ϑέτωντας u = y−2 έχουµε y = u−1/2 και

y′ = −1/2u−3/2u′ που µε αντικατάσταση στη ∆.Ε. δίνει τη γραµµική ∆.Ε.

u′− 2

t
= −2 όπου µε ολοκλ. παράγοντα e

∫
−2/tdt = e−2 ln t = t−2 έχουµε [t−2u]′ = −2t2 ⇒ u = 2t+Ct2

΄Αρα y(t) =
1√

2t+ Ct2
όπου για y(3) = 1 δίνει C = −5/9.
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Θέµα 2

(α) (i) Για την οµογενή ∆.Ε. my′′ + cy′ + ky = 0 εφόσον η λύση της είναι σε τριγωνοµετρική µορφή η
χαρ. εξίσωση r1,2 = −p ±

√
p2 − ω2

0, ϑα έχει µιγαδικές ϱίζες. Συνεπώς (ϐλ. και ∆ΙΑΛΕΞΗ 6 σελ. 20-22),
p = c/2m = c/10 µε p = −1 (από τη δυναµη του εκθετικου) έχουµε c = 10 και

√
3 =

√
ω2
0 − p2 παίρνουµε

k = 20 για ω2
0 = k/m.

(ii) Για την f(t) που δίνεται (και τα c = 10, k = 20) ϑέλουµε την ειδική λύση της y
′′
+ 2y′ + 4y = sin(2t).

Εφαµόζουµε µέθοδο απροσδιόριστων συντελεστών µε yp = A sin(2t) + B cos(2t) και αντικατάσταση στη ∆.Ε.
έχουµε

−4A sin(2t)− 4B cos(2t) + 4A cos(2t)− 4B sin(2t) + 4A sin(2t) + 4B cos(2t) = sin(2t)

άρα A = 0 και B = −1/4 συνεπώς yp = − cos(2t)/4.

(ϐ) Η δοσµένη ∆.Ε. είναι τύπου Euler-Cauchy. Λύνοντας πρώτα την οµογενή µε αλλαγή µεταβλητής y = tm

και αντικατάσταση προκείπτει η χαρ. εξίσωση m2 = 1 συνεπώς η yc = C1t+ C2t
−1.

Για την ειδική λύση εφορµόζουµε µέθοδο Lagrange µε y1 = t και y2 = t−1 και f(t) =
1

t
− 1

t3
. Η Wronskian

ορίζουσα είναι W (y1, y2) = −2/t συνεπώς, ϐλ. ∆ΙΑΛΕΞΗ 7 σελ. 25,

yp = t

∫
(
1

2t
− 1

2t3
)dt− t−1

∫
(
t

2
− 1

2t
)dt = t ln t/2 + t/4− t/4 + t−1 ln t/2 =

1

2
ln t

(
t+

1

t

)
Θέµα 3

(α) (Α τρόπος) Ο πίνακας A µπορεί να γραφεί ώς A =

[
λ 2
0 λ

]
=

[
λ 0
0 λ

]
+

[
0 2
0 0

]
= λI +B, όπου

έχουµε B2 = 0. Συνεπώς, ϐλ. και ∆ΙΑΛΕΞΗ 9 σελ. 4, έχουµε eAt = eλIteBt, όµως

eBt = I+Bt =

[
1 0
0 1

]
+ t

[
0 2
0 0

]
=

[
1 2t
0 1

]
άρα

eAt =

[
eλt 0
0 eλt

] [
1 2t
0 1

]
=

[
eλt 2teλt

0 eλt

]
(Β τρόπος) Ο πίνακας A έχει διπλή ιδιοτιµή το λ για να υπολογισουµε το eAt αρκεί να ϐρούµε ένα πίνακα
ϑεµελειωδών λύσεων του συστήµατος. Υπολογίζουµε το ιδιοδιάνυσµα[

0 2
0 0

] [
v1
v2

]
=

[
0
0

]
⇒
[
v1
v2

]
= v1

[
1
0

]
και το γενικευµένο ιδιοδιάνυσµα[

0 2
0 0

] [
u1
u2

]
=

[
1
0

]
⇒
[
u1
u2

]
=

[
0

1/2

]
΄Αρα από τη λύση του συστήµατος

~x = c1~ve
λt + c2[~vt+ ~u]eλt ⇒ X(t) =

[
eλt teλt

0 1
2e
λt

]
⇒ X−1(0) =

[
1 0
0 2

]
΄Αρα

eAt = X(t)X−1(0) =

[
eλt 2teλt

0 eλt

]
.

(ϐ) Το οµογενές σύστηµα σε µορφή πίνακα-διάνυσµα είναι[
x′

y′

]
=

[
0 1
−1 0

] [
x
y

]
= A

[
x
y

]
.

Εφαρµόζοντας τη µέθοδος ιδιοτιµών υπολογίζουµε την ορίζουσα det(A − λI) = 0 =⇒ λ1,2 = ±i και
λύνοντας για τα ιδιοδιάνυσµατα ~v1,2 = [1,±i]T (ή ~v1,2 = [±i, 1]T) . ΄Αρα από τον τύπο του Euler
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[
1
i

]
eit =

[
cos t+ i sin t
i cos t− sin t

]
.

ο Θεµελιώδης πίνακας λύσεων είναι

X(t) =

[
cos t sin t
− sin t cos t

]
.

Για την ειδική λύση µε δεξή µέλος το ~f(t) =
[

0
2 cos t

]
(και µε ϐάση την υπόδειξη) µπορούµε να ϐρούµε την

ειδική λύση µε τη µέθοδο του ολοκλ. παράγοντα (∆ΙΑΛΕΞΗ 9 σελ. 14 ή σελ. 22) άρα εφόσον X(t) = eAt και
X−1(t) = e−At έχουµε

~xp = eAt
∫
e−At ~f(t)dt =

[
cos t sin t
− sin t cos t

] ∫ [
cos t − sin t
sin t cos t

] [
0

2 cos t

]
=

[
cos t sin t
− sin t cos t

] ∫ [
−2 cos t sin t

2 cos2 t

]
=

=

[
cos t sin t
− sin t cos t

] [
− sin2 t

t+ sin t cos t

]
=

[
t sin t

sin t+ t cos t

]
Θέµα 4

(α) ΄Εχουµε ότι

F (s) =
2s+ 3

s2 + 4s+ 7
=

2(s+ 2)

(s+ 2)2 + 3
− 1

(s+ 2)2 + 3

άρα

L−1{F (s)} = e−2t
[
2 cos(

√
3t)− 1√

3
sin(
√
3t)

]

(ϐ) Στο Π.Α.Τ. η h(t) = 3− 3u(t− 30) όπου u η συνάρτηση Heviside, συνεπώς

L{y′} − L{0.01y} = −L{h(t)} ⇒ sL{y} − y(0)− 0.01L{y} = −
[
3

s
− 3e−30s

s

]
⇒

(s− 0.01)L{y} = 100− 3

s
− 3e−30s

s
⇒ y = L−1{ 100

s− 0.01
}+ L−1{ 3

s(s− 0.01)
}+ L−1{ 3e−30s

s(s− 0.01)
}

Με ανάλυση σε απλά κλάσµατα

3

s(s− 0.01)
=
A

s
+

B

s− 0.01
⇒ A = −300 και B = 300 συνεπώς

L−1{ 3

s(s− 0.01)
} = −300 + 300e0.01t και L−1{ 3e−30s

s(s− 0.01)
} = u(t− 30)

[
−300 + 300e0.01(t−30)

]
Συνεπώς η λύση είναι

y(t) = 300− 200e0.01t + 300u(t− 30)
[
e0.01(t−30) − 1

]
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