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Θέµα 1

(α)[6+4] Για το Π.Α.Τ. y′ = y − y2, y(0) = y0 υπολογίστε τη λύση του, y(t), και ϐρείτε το limt→∞ y(t) όταν
y0 > 0. Στη συνέχεια σχεδιάστε το πεδίο κλίσεων στο [t, y] ∈ [0, 4]× [−3, 3] της ∆.Ε. και δώστε την ευστάθεια
των κρίσιµων σηµείων της αιτιολογώντας την απάντησή σας.

(ϐ)[10] ΄Ενας καταθέτης έχει στην τράπεζα το ποσό των P (t) ευρώ στο χρόνο t το οποίο τοκίζεται συνεχώς µε επι-
τόκιο E. Αν κάνει κάθε χρόνο ανάληψη A ευρώ, τότε το P (t) ικανοποιεί το Π.Α.Τ. P (t)′ = EP (t)−A,P (0) =
P0. Βρείτε τη λύση του Π.Α.Τ. και υπολογίστε πόσο µεγάλο πρέπει να είναι το αρχικό ποσό P0 ώστε µε
επιτόκιο E = 6% να µπορεί να κάνει ο καταθέτης ανάληψη A = 16.000 ευρώ/χρόνο για 20 χρόνια.

(γ)[12] Λύστε την παρακάτω ∆.Ε.

y′(3t2y2 + 4y) + 2ty3 − 2t3y3 − 4ty2 = −2t

Θέµα 2

(α)[10] Για τη ∆.Ε. y′′ +
1

t
y′ +

(
1− 1

4t2

)
y = 0, t 6= 0, δείξτε ότι η y1(t) = t−1/2 sin t είναι µία λύση της και

υπολογίστε µια δεύτερη γραµµικά ανεξάρτητη λύση της, y2(t).

(ϐ)[12] Υπολογίστε τη γενική λύση της παρακάτω ∆.Ε.

y′′ +
1

t
y′ +

1

t2
y = 5t+ 5, t > 0

Θέµα 3

΄Εστω το παρακάτω µη-οµογενές σύστηµα διαφορικών εξισώσεων για τις x(t) και y(t):

x′ = y + sin(t),

y′ = −x+ cos(t).

Χωρίς να µετασχηµατίσετε το σύστηµα σε διαφ. εξισώσεις δεύτερης τάξης :

(α)[10] Υπολογίστε τη πραγµατική γενική λύση του οµογενούς συστήµατος που προκύπτει από το παραπάνω
και δώστε τον πίνακα των ϑεµελιωδών λύσεων.
(ϐ)[6] Σχεδιάστε το γράφηµα του διανυσµατικού πεδίου (επίπεδο ϕάσης) και τις αντίστοιχες τροχιές των λύσεων
του οµογενούς συστήµατος και χαρακτηρίστε την ευστάθεια του κρίσιµου σηµείου.
(γ)[10] Να ϐρεθεί η γενική λύση του παραπάνω µή-οµογενούς συστήµατος µε αρχικές συνθήκες x(0) = 1 και
y(0) = 0.

Θέµα 4

(α)[8] Υπολογίστε τον αντίστροφο µετασχηµατισµό Laplace του F (s) =
1− s(5 + 3s)

s[(s+ 1)2 + 1]
.

(ϐ)[12] Με χρήση µετασχηµατισµών Laplace και της συνάρτηση µοναδιαίου ϐήµατος Heaviside, υπολογίσετε
τη λύση του παρακάτω Π.Α.Τ. η οποία λύση όµως δεν ϑα πρέπει να περιέχει τη συνάρτηση Heaviside,

y′′ + y =

{
t/π, 0 ≤ t < π,

1, t ≥ π,
y(0) = 0, y′(0) = 0

ΚΑΛΗ ΕΠΙΤΥΧΙΑ !
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Μ.Π.∆.: Σ.∆.Ε., Τελική Εξέταση, 01/2019, Λύσεις Θεµάτων

Θέµα 1

(α) Η ∆.Ε. µπορεί να επιλυθεί ως χωριζοµένων µεταβλητών, συνεπώς∫
dy

y − y2
=

∫
1dt ⇒

∫ (
1

y
− 1

y − 1

)
dy = t+C ⇒ ln

∣∣∣∣ y

y − 1

∣∣∣∣ = t+C ⇒
∣∣∣∣ y

y − 1

∣∣∣∣ = et+C ⇒

⇒ y

y − 1
= Det ⇒ y =

Det

Det − 1
=

D

D − e−t
και απο την αρχ. συνθήκη y(0) = y0

y(0) =
D

D − 1
= y0 ⇒ D =

y0
y0 − 1

⇒ y(t) =
y0

y0 − (y0 − 1)e−t
και άρα

lim
t→∞

y(t) = 1, για y0 > 0

Τα κρίσιµα σηµεία είναι το y = 0 και y = 1 τα οποία είναι ασταθές και ευσταθές αντίστοιχα.

(ϐ) Η ∆.Ε. µπορεί να γραφεί ώς P ′−EP = −W και µε χρήση ολοκληρωτικού παράγοντα µ = e−
∫
Edt = e−Et

έχουµε

P (t) =
A

E
+ CeEt, C ∈ R και από αρχ. συνθήκη P (0) = C +

A

E
= P0 άρα η λύση του Π.Α.Τ. είναι

P (t) =

(
P0 −

A

E

)
eEt +

A

E

Για να µπορει ο καταθέτης να κάνει αναλήψεις για t = 20 χρόνια αρκεί το ποσό να εξαντληθεί στο τέλος των
20 αυτών χρόνων, δηλ. S(20) = 0. Συνεπώς µε E = 0.06 και A = 16 · 103 έχουµε(

P0 −
A

E

)
e20E +

A

E
= 0 ⇒ P0 =

A

E

(
1− e20E

)
=

16 · 103

0.05

(
1− e20·0.06

)
= 186.348, 21 ευρώ.

(γ) Η µη-γραµµική αυτή ∆.Ε. µπορεί να ϑεωρηθει ότι ειναι της µορφής M(t, y) + N(t, y)y′ = 0 µε N =
3t2y2 + 4y και M = 2ty3 − 2t3y3 − 4ty2 + 2t. ΄Οµως ∂M

∂y = 6ty2 − 6t3y2 − 8ty 6= ∂N
∂t = −6ty2 άρα δεν είναι

πλήρης. ΄Οµως η ποσότητα
1

N

(
∂M

∂y
− ∂N

∂t

)
= −2t (ανεξαρτητη του y)

Συνεπώς υπάρχει ολοκληρωτικός παράγοντας που µετατρέπει τη ∆.Ε. σε πλήρη, ο e
∫
2tdt = e−t

2
και πολλα-

πλασιάζοντας µε αυτόν τη ∆.Ε. έχουµε τη πλήρη ∆.Ε.

y′(3t2y2 + 4y)e−t
2
+ (2ty3 − 2t3y3 − 4ty2 + 2t)e−t

2
= 0

όπου γαι τη λύση της ψάχνουµε συνάρτηση u(t, y) τ.ω.

∂u

∂t
= (2ty3 − 2t3y3 − 4ty2 + 2t)e−t

2
και

∂u

∂y
= (3t2y2 + 4y)e−t

2
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΄Αρα ολοκληρώνοντας τη δεύτερη σχέση ως προς y έχουµε

u(t, y) = (t2y3+2y2)e−t
2
+φ(t) όπου παραγωγίζοντάς ως προς t και συγκρίνοντας µε την πρώτη πάνω σχέση, έχουµε

φ′(t) = 2te−t
2 ⇒ φ(t) = −e−t2

Συνεπώς η (πεπλεγµένη) λύση της ∆.Ε. µας εξίσωσης είναι

e−t
2
(y2(t2y + 2)− 1) = C, C ∈ R.

Παρατηρηση: Η ίδια λύση ϑα ϐγει και αν πρώτα ολοκληρώσουµε ως προς y και παραγωγίσουµε στη
συνέχεια ως προς y.

Θέµα 2

(α) Το ότι η y1(t) είναι λύση της ∆.Ε. αποδεικνύεται εύκολα µε απλή αντικατάσταση στη ∆.Ε.
Η δεύτερη λύση µπορεί να ϐρεθεί µε ϐάση το Θ. Abel (υποβιβασµός της τάξης). Υπολογίζοντας τη Wronskian
W (t) (ϐλ. ∆ΙΑΛΕΞΗ 5 σελ. 10) από

W ′ +
1

t
W = 0 ⇒ W =

C

t
συνεπώς (από τον ορισµό της Wronskian) y′2y1 − y′1y2 =

C

t
, C ∈ R (?)

Είτε λύνοντας την (?) ως προς y2, είτε µε χρήση του τύπου στη σελ. 11 της ∆ΙΑΛΕΞΗΣ 5, έχουµε

y2 = y1

∫
W

y21
dt ⇒ y2 = t−1/2 sin t

∫
C

t

1

t−1 sin2 t
⇒ y2 = Ct−1/2 sin t

∫
1

sin2 t
⇒ y2 = −Ct−1/2 cos t

΄Αρα ϑέτωντας π.χ. C = −1 µια γραµµικά ανεξάρτητη δεύτερη λύση της ∆.Ε. είναι η

y2 = t−1/2 cos t.

(ϐ) Από τη δοσµένη ∆.Ε.

y′′+
1

t
y′+

1

t2
y = 5t+5 ⇒ t2y′′+ ty′+ y = 5t3+5t2 (δηλ. έχουµε µια µη-οµογενη ∆.Ε. Euler-Cauchy)

Για την οµογενη ∆.Ε. και µε αντικατάσταση y = tm παίρνουµε τη χαρακτηριστική εξίσωση m2 + 1 = 0 ⇒
m = ±i. Συνεπώς η λύση της οµογενούς είναι (ϐλ. ∆ΙΑΛΕΞΗ 6 σελ. 27)

yc = C1 cos(ln t) + C2 sin(ln t), C1, C2 ∈ R.

Για να υπολογίσουµε µια λύση της µη-οµογενούς χρησιµοποιούµε µέθοδο απροσδιόριστων συντελεστών ¨µαν-
τεύοντας¨ ότι yp = At3 +Bt2 +Ct+D. Αντικαθιστώντας τις yp, y′p = 3At2 +2Bt+C και y′′p = 6At+2B στη
µη οµογενή ∆.Ε. και εξισώνοντας τους οµοιοβάθµιους συντελεστές παίρνουµε

A = 1/2, B = 1, C = D = 0

΄Αρα yp = 1
2 t

3 + t2 και συνεπώς η γενική λύση της ∆.Ε. είναι

y = yc + yp = C1 cos(ln t) + C2 sin(ln t) +
1

2
t3 + t2

Θέµα 3

(α) Το οµογενές σύστηµα σε µορφή πίνακα-διάνυσµα είναι[
x′

y′

]
=

[
0 1
−1 0

] [
x
y

]
= A

[
x
y

]
.

Εφαρµόζοντας τη µέθοδος ιδιοτιµών (εφοσον η ασκηση Ϲητάει να µη µετασχηµατιστεί το σύστηµα), υπο-
λογίζουµε την ορίζουσα det(A− λI) = 0 =⇒ λ2 + 1 = 0 =⇒ λ1 = i και λ2 = −i.
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Λύνοντας για το ιδιοδιάνυσµα ~v = [v1, v2]
T το σύστηµα (A− 2i · I)~v = 0, έχουµε:[

−i 1
−1 −i

] [
v1
v2

]
=

[
0
0

]
⇒
[
−i 1
0 0

] [
v1
v2

]
=

[
0
0

]
⇒
[
v1
v2

]
= v2

[
1/i
1

]

και ϑέτωντας v2 = i (για απλοποίηση) παίρνουµε
[
v1
v2

]
=

[
1
i

]
.

Από τη λύση ~x =

[
1
i

]
ei (και χρήση του τύπου Euler), έχουµε

[
1
i

]
(cos(t) + i sin(t)) =

[
cos(t) + i sin(t)
i cos(t)− sin(t)

]
=

[
cos(t)
− sin(t)

]
+ i

[
sin(t)
cos(t)

]
συνεπώς, η πραγµατική λύση του οµογενούς συστήµατος είναι (υπέρθεση του πραγµατικού και του ϕαντα-
στικού µέρους)

~xc =

[
x
y

]
c

= c1

[
cos(t)
− sin(t)

]
+ c2

[
sin(t)
cos(t)

]
Ο πίνακας των ϑεµελιωδών λύσεων, µε ϐάση την παραπάνω λύση, είναι τ.ω. ~xc = X(t)~c, δηλ.

X(t) =

[
cos(t) sin(t)
− sin(t) cos(t)

]
.

(ϐ) Με ϐάση τη λύση που ϐρήκαµε στο (α) ερώτηµα, οι τροχιές των λύσεων είναι κύκλοι µε κέντρο το (0, 0),
γιατί x2 + y2 = c21 + c22 = C2. ΄Αρα το κρίσιµο σηµείο αποτελεί ευσταθές κέντρο. Για να προσδιορίσουµε τη
ϕορά του πεδίου αρκεί να επιλέξουµε ένα σηµείο στο xy−επίπεδο, έστω το [x, y] = [1, 0] και άρα [x′, y′] =
[0,−1] = −ĵ (η κίνηση κατά τη ϕορά του ϱολογιού).

(γ) Εφόσον γνωρίζουµε τον πίνακα ϑεµελιωδών λύσεων µπορούµε να ϐρούµε µια ειδική λύση για το µη-
οµογενές σύστηµα (ϐλ. ∆ΙΑΛΕΞΗ 9 σελ. 23) ώς

~xp = X(t)

∫
X(t)−1 ~f(t)dt όπου

X(t)−1 =

[
cos(t) − sin(t)
sin(t) cos(t)

]
και

∫
X(t)−1 ~f(t)dt =

[
cos(t) − sin(t)
sin(t) cos(t)

] [
sin(t)
cos(t)

]
dt =

=

∫ [
0
1

]
dt =

[
0
t

]
΄Αρα

~xp =

[
cos(t) sin(t)
− sin(t) cos(t)

] [
0
t

]
= t

[
sin(t)
cos(t)

]
Συνεπώς η γενική λύση του µη-οµογενούς συστήµατος είναι

~x = X(t)~c+ ~xp και για τις δοσµένες αρχικές συνθήκες έχουµε

~x(0) =

[
1 0
0 1

] [
c1
c2

]
=

[
1
0

]
⇒ c1 = 1, c2 = 0
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΄Αρα η λύση στο µη-οµογενες πρόβληµα αρχικών τιµών είναι

~x =

[
x(t)
y(t)

]
=

[
cos(t) + t sin(t)
− sin(t) + t cos(t)

]
Παρατήρηση Η ~xp µπορεί να ϐρεθεί και µε τη µέθοδο απροσδιόριστων συντελεστών ϑέτωντας όµως ~xp =

~at sin(t) +~bt cos(t), γιατί αν επίλέξουµε ~xp = ~a sin(t) +~b cos(t), αυτή είναι λύση του οµογενούς συστήµατος.

Θέµα 4

(α) Από απλά κλάσµατα έχουµε

F (s) =
A

s
+

Bs+ C

(s+ 1)2 + 1
⇒ F (s) =

A[(s+ 1)2 + 1] +Bs2 + Cs

s[(s+ 1)2 + 1]
=

1− s(5 + 3s)

s[(s+ 1)2 + 1]

Εξισώνοντας τους συντελεστές των αριθµητών έχουµε τις σχέσεις 2A = 1, A+B = −3 και 2A+C = −5 που
δίνουν A = 1/2, B = −7/2 και C = −6, συνεπώς

F (s) =
1

2s
+
−7

2s− 6

(s+ 1)2 + 1
=

1

2s
− 7

2

s+ 1

(s+ 1)2 + 1
− 5

2

1

(s+ 1)2 + 1

όπου για την τελευταία ισότητα δες και ∆ΙΑΛΕΞΗ 10 σελ. 30. ΄Αρα ό

L−1[F (s)] = 1

2
− 7

2
e−t cos t− 5

2
e−t sin t.

(ϐ) Η ∆.Ε. µε χρήση συνάρτησης Heaviside γίνεται

y′′ + y = (1− u(t− π)) t
π
+ u(t− π) = t

π
− 1

π
u(t− π)[t− π] άρα µε Laplace

(s2+1)F (s) =
1

πs2
− 1

πs2
e−πs ⇒ F (s) =

1− e−sπ

(s2 + 1)πs2
=

1

π

(
1

s2
− 1

s2 + 1

)
(1−e−sπ) (από ανάλ. σε απλά κλάσµατα)

Ο αντίστροφος µετασχηµατισµός Laplace της Y (s) =
(

1
s2
− 1

s2+1

)
είναι

L−1[Y (s)] = t− sin t άρα

y(t) = L−1[F (s)] = 1

π
(t− sin t)− 1

π
u(t− π)[(t− π)− sin(t− π)]

Συνεπώς για 0 ≤ t < π η y(t) = 1
π (t− sin t) και για t ≥ π

y(t) =
t

π
− 1

π
sin t− 1

π
(t− π)− 1

π
sin t, εφόσον sin(t− π) = − sin t, άρα

y(t) =


1

π
(t− sin t), 0 ≤ t < π,

1− 2

π
sin t, t ≥ π
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