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Θέµα 1
(α)[8] Αιτιολογώντας την απάντησή σας, ποιά από τις παρακάτω 8 ∆.Ε. ταιριάζει σε κάθε ένα από τα 4 πεδία
κλίσεων (a− d); (i) y′=y2+y, (ii) y′=y2−y, (iii) y′=y3+y2, (iv) y′=2−t2, (v) y′= ty+ty2, (vi) y′=
t2 + t2y, (vii) y′= t+ ty, (viii) y′= t2 − 2,

(ϐ)[10] ∆εξαµενή περιέχει αρχικά 120 λίτρα (l) καθαρού νερού. ΄Ενα µείγµα συγκέντρωσης γ (gr/l) σε αλάτι
εισέρχεται στη δεξαµενή µε ϱυθµό 2l/min και το καλά αναδευόµενο µείγµα εκρέει από τη δεξαµενή µε τον
ίδιο ϱυθµό. Να ϐρεθεί µία έκφραση της ποσότητας του αλατιού στη δεξαµενή, συναρτήσει του γ για οποια-
δήποτε χρονική στιγµή t και να ϐρεθεί επίσης η οριακή ποσότητα αλατιού στη δεξαµενή καθώς t→∞.

(γ)[10] Να ϐρεθεί η γενική λύση της ∆.Ε. 2(1 + t2)y′ + 2ty =
1

y
.

Θέµα 2
(α)[8] Η ϑέση, x(t), ενός σώµατος σε σύστηµα ελατηρίου-µάζας ικανοποιεί το πρόβληµα αρχικών τιµών

3

2
x′′ + kx = 0, x(0) = 2, x′(0) = α > 0.

΄Αν η περίοδος και το πλάτος της κίνησης είναι π και 3 αντίστοιχα, να υπολογιστούν τις τιµές των k και α.

Βρείτε τη λύση, y(t), της κάθε µίας από τις παρακάτω ∆.Ε. (χωρίς χρήση του µετασχηµατισµού Laplace)
(ϐ)[10] y′′′ + y′′ + y′ + y = e−t + 4t,

(γ)[10] 4t2y′′ + 4ty′ − y =
12

t
µε y(1) = 2, y′(1) = 0.

Θέµα 3
΄Εστω το παρακάτω µη-οµογενές σύστηµα διαφορικών εξισώσεων για τις x(t) και y(t):

x′ = 2x− y + et,

y′ = 3x− 2y − et.

Χωρίς να µετασχηµατίσετε το σύστηµα σε διαφ. εξισώσεις δεύτερης τάξης :

(α)[8] Υπολογίστε τη γενική λύση του οµογενούς συστήµατος που προκύπτει από το παραπάνω και δώστε τον
πίνακα των ϑεµελιωδών λύσεων.
(ϐ)[6] Σχεδιάστε το γράφηµα του διανυσµατικού πεδίου (επίπεδο ϕάσης) ή/και τις αντίστοιχες τροχιές των
λύσεων του οµογενούς συστήµατος στο διάστηµα [x, y] ∈ [−2, 2]× [−3, 3] και χαρακτηρίστε την ευστάθεια του
κρίσιµου σηµείου.
(γ)[10] Να ϐρεθεί η γενική λύση του παραπάνω µή-οµογενούς συστήµατος.

Θέµα 4
(α)[5+5] Βρείτε (i) το µετασχηµατισµό Laplace της f(t) = te−t sin(2t) και (ii) τον αντίστροφο µετασχηµατι-

σµό Laplace της F (s) =
2s− 7

s2 + 25
.

(ϐ)[10] Χρησιµοποιήστε µετασχηµατισµούς Laplace και συναρτήσεις µοναδιαίου ϐήµατος Heaviside για να
υπολογίσετε τη λύση του παρακάτω Π.Α.Τ.

y′′ + 4y =


0, 0 ≤ t < π,

1, π ≤ t < 2π, y(0) = 1, y′(0) = 0

0, 2π ≤ t.

ΚΑΛΗ ΕΠΙΤΥΧΙΑ !
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Μ.Π.∆.: Σ.∆.Ε., Τελική Εξέταση, 01/2018, Λύσεις Θεµάτων

Θέµα 1

(α) Το (a) πεδίο κλίσεων εξαρτάται µόνο από το y (αντιστοιχεί σε αυτόνοµη ∆.Ε.), άρα µόνο οι (i), (ii) και (iii)
είναι πιθανές, και έχει λύσεις ισορροπίας y = 0 και y = −1 άρα δεν είναι η (ii). Επιπλέον στο y = −2 η
κλίση είναι αρνητική, άρα η σωστή απάντηση είναι η (iii).
Το (b) πεδίο κλίσεων εξαρτάται µόνο από το t, άρα είναι µια από τις (iv) και (viii). Η κλίση στο t = 0 είναι
αρνητική άρα η σωστή απάντηση είναι η (viii).
Το (c) πεδίο κλίσεων εξαρτάται και από το t και απο το y, άρα υποψήφιες είναι οι (v), (vi), (vii). Οι λύσεις
ισορροπίας όµως είναι y = 0 και y = −1, άρα η σωστή απάντηση είναι η (v).
Το (d) πεδίο κλίσεων εξαρτάται και από το t και απο το y και έχει λύση ισορροπίας µόνο την y = −1 (που
ισχύει για τις (vi) και (vii)). Οι κλίσεις όµως για t, y > 0 είναι ϑετικές άρα η σωστή απάντηση είναι η (vi).
(Υπάρχουν και άλλοι τρόποι να αιτιολογήσει κάποιος σωστά την απάντηση π.χ. ελέγχωντας τις κλίσεις σε
αρκετά σηµεία (t, y).)

(ϐ) Ο ϱυθµός µεταβολής στο χρόνο της (άγνωστης) ποσότητας αλατιού, y(t), στη δεξαµενή είναι

dy

dt
= ϱυθµός εισόδου− ϱυθµός εξόδου = γ

gr

l
· 2 l

min
− y(t)

120

gr

l
· 2 l

min
= 2γ

gr

min
− y(t)

60

gr

min

΄Αρα η ∆.Ε. που περιγράφει το πρόβληµα είναι

y′ = 2γ − y

60
= − 1

60
(y − 120γ), y(0) = 0 διαχωρίσιµη ∆.Ε.

΄Αρα
y′

y − 120γ
= − 1

60
⇒

∫
dy

y − 120γ
= −

∫
1

60
dt ⇒ ln |y − 120γ| = − t

60
+ C ⇒

⇒ y − 120γ = Ce
−
t

60 ⇒ y(t) = Ce−
t
60 + 120γ

Απο y(0) = 0 ⇒ 0 = Ce−
0
60 + 120γ ⇒ C = −120γ. Αρα

y(t) = 120γ
(
1− e−

t
60

)
και y(t)t→∞ = 120γ.

(γ) Η ∆.Ε. είναι µη-γραµµική και µπορεί να λυθεί µε 2 τρόπους είτε σαν Bernoulli είτε σαν πλήρης.

1ος τρόπος : Με αλλαγή µεταβλητής v = y2 και v′ = 2yy′ έχουµε

2(1 + t2)
1

2y
v′ + 2ty =

1

y
⇒ (1 + t2)v′ + 2tv = 1 ⇒ v′ +

2t

1 + t2
v =

1

1 + t2

µε ολοκληρωτικό παράγοντα

e

∫
2t

1 + t2
dt

= eln(1+t
2) = 1 + t2 ⇒ (1 + t2)v =

∫
1dt+ C

΄Αρα η γενική λύση δίνεται από την (1 + t2)y2 = t+ C.

2ος τρόπος : Η ∆.Ε. γράφεται και ως

2y(1 + t2)y′ + (2ty2 − 1) = 0 ⇒ M(t, y) = (2ty2 − 1), N(t, y) = 2y(1 + t2) ⇒ ∂M

∂y
=
∂N

∂t
= 4ty

u =

∫
Mdt+ g(y) = t2y2 − t+ g(y) και

∂u

∂y
= 2yt2 + g′(y) = 2y(1 + t2) ⇒ g(y) = y2

΄Αρα η γενική λύση δίνεται από την u = t2y2 − t+ y2 = C ⇒ (1 + t2)y2 = t+ C.
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Θέµα 2

(α) Η χαρακτηριστική εξίσωση της ∆.Ε. είναι 3
2r

2 + k = 0 ⇒ r1,2 = ±
(√

2k
3

)
i αρα,

x(t) = c1 cos

(√
2k

3
t

)
+ c2 sin

(√
2k

3
t

)
, δηλ. η περίοδος

2π√
2k
3

= π ⇒ k = 6

Αρα x(t) = c1 cos(2t) + c2 sin(2t) και x′(t) = −2c1 sin(2t) + 2c2 cos(2t) και εφόσον x(0) = 2, x′(0) = α
παίρνουµε c1 = 2 και c2 = α/2.
Το πλάτος της ταλάντωσης είναι

√
22 + (α/2)2 = 3 ⇒ α = 2

√
5.

(ϐ) Η χαρακτηριστική εξίσωση της διαφορικής είναι : r3 + r2 + r + 1 = (r2 + 1)(r + 1) = 0 και έχει λύσεις
r = ±i,−1. Συνεπώς η λύση της οµογενούς είναι

yc(t) = c1e
−t + c2 cos t+ c3 sin t.

Για την ειδική λύση της µη-οµογενούς µαντεύουµε (απροσδιόριστοι συντελεστές) yp(t) = Ate−t + (Bt + C)
(προσέχοντας στον εκθετικό όρο ότι το Ae−t είναι λύση της οµογενούς) και αντικαθιστώντας την στη ∆.Ε. και
εξισώνοντας τους συντελεστές (των όρων tet, t και σταθερών) έχουµε

A = 1/2, B = 4, C = −4

΄Αρα η γενική λύση είναι

y(t) = yc(t) + yp(t) = c1e
−t + c2 cos t+ c3 sin t+

1

2
te−t + 4t− 4.

(γ) Η µη-οµογενής ∆.Ε. είναι της µορφής Euler συνεπώς µε αλλαγή µεταβλητής y = tm ϐρίσκουµε πρώτα τη
λύση της οµογενούς. Η χαρακτηριστική εξίσωση είναι

4m2 + (4− 4)m− 1 = 4m2 − 1 = 0 ⇒ m1,2 = ±
1

2
⇒ y1 = t1/2, y2 = t−1/2

΄Αρα η λύση της οµογενούς yc = c1y1 + c2y2 = c1
√
t+ c2

1√
t
.

Για να ϐρούµε µία ειδική (µερική) λύση της µη-οµογενούς εφαρµόζουµε τη µέθοδο Lagrange γράφοντας τη

∆.Ε. στη µορφή y′′ + (1/t)y′ − (1/4t2)y =
3

t3
. Μπορούµε να εφαρµόσουµε το Θ. Lagrange (ϐλ. ∆ΙΑΛΕΞΗ 7

σελ. 25), όπου η Wronskian W (y1, y2) = t−1 και y1 = t1/2, y2 = t−1/2 µε f = 3
t3

και έχουµε

yp = (−2t−3/2)
√
t+ 6t−1/2

1√
t
=

4

t

΄Αρα η γενική λύση της ∆.Ε. είναι

y(t) = yc + yp = c1
√
t+ c2

1√
t
+

4

t

Με ϐάση τις αρχικές συνθήκες c1 = 3 και c2 = −5.

Θέµα 3

(α) Το οµογενές σύστηµα σε µορφή πίνακα-διάνυσµα είναι[
x′

y′

]
=

[
2 −1
3 −2

] [
x
y

]
= A

[
x
y

]
Εφαρµόζεται η µέθοδος ιδιοτιµών (εφοσον η ασκηση Ϲητάει να µη µετασχηµατιστεί το σύστηµα). ΄Αρα υπολο-
γίζω την ορίζουσα det(A− λI) = 0 =⇒ λ2 − 1 = 0 =⇒ λ1 = 1 και λ2 = −1.
Λύνοντας για το ιδιοδιάνυσµα ~v = [v1, v2]

T το σύστηµα (A− 1 · I)~v = 0, έχουµε:[
1 −1
3 −3

] [
v1
v2

]
=

[
0
0

]
⇒
[
1 −1
0 0

] [
v1
v2

]
=

[
0
0

]
⇒
[
v1
v2

]
= v2

[
1
1

]
και για το ιδιοδιάνυσµα ~w = [w1, w2]

T το σύστηµα (A+ 1 · I)~w = 0, έχουµε:
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[
3 −1
3 −1

] [
w1

w2

]
=

[
0
0

]
⇒
[
3 −1
0 0

] [
w1

w2

]
=

[
0
0

]
⇒
[
w1

w2

]
= w2

[
1
3

]
συνεπώς, η λύση του οµογενούς συστήµατος είναι

~xc =

[
x
y

]
c

= c1

[
1
1

]
et + c2

[
1
3

]
e−t.

Ο πίνακας των ϑεµελιωδών λύσεων, µε ϐάση την παραπάνω λύση, είναι τ.ω. ~xc = X(t)~c, δηλ.

X(t) =

[
et e−t

et 3e−t

]
.

(ϐ) Με ϐάση τα 2 ιδιοδιανύσµατα [1, 1]T, [1, 3]T και c1 = 0, c2 ∈ R και c2 = 0, c1 ∈ R κατασκευάζουµε τις 4
ϐασικές λύσεις (ευθείες στο γράφηµα) . Εφόσον οι ιδιοτιµές έχουν αντίθετο πρόσηµο το κρίσιµο σηµείο (0, 0)
είναι σαγµατικό, άρα ασταθές

(γ) Μπορεί να εφαρµοστεί η µέθοδος απροσδιόριστων συντελεστών, ¨µαντεύοντας¨ ότι ~xp = ~atet+~bet (µιά που
µόνο η ¨µαντεψιά¨ ~xp = ~aet είναι λύση του οµογενούς). Με αντικατάσταση στο σύστηµα έχουµε[

a1
a2

]
(et + tet) +

[
b1
b2

]
et =

[
2 −1
3 −2

] [
a1
a2

]
tet +

[
2 −1
3 −2

] [
b1
b2

]
et +

[
1
−1

]
et

Εξισώνοντας τους συντελεστές tet και et στις 2 παραπάνω εξισώσεις έχουµε

a1 = 2a1 − a2
a1 + b1 = 2b1 − b2 + 1

a2 = 3a1 − 2a2

a2 + b2 = 3b1 − 2b2 − 1

όπου προκύπτει ότι a1 = a2 = a και τότε οι παραπάνω εξισώσεις γίνονται

b1 − b2 = a− 1

3b1 − 3b2 = a+ 1

από όπου προκύπτει ότι a = 2 αρα a1 = a2 = 2 και b1 = b2+1 µε το b2 ελεύθερη µεταβλητή, έστω b2 = k ∈ R,
Αρα

~xp =

[
2
2

]
tet +

[
k + 1
k

]
et =

[
2
2

]
tet + k

[
1
1

]
et +

[
1
0

]
et

και εφόσον ο όρος k
[
1
1

]
et είναι πολλαπλάσιο ϑεµελιώδους λύσης του οµογενούς παραλείπεται. ΄Αρα η

γενική λύση του µή-οµογενους συστήµατος είναι

~x = ~xc + ~xp = c1

[
1
1

]
et + c2

[
1
3

]
e−t +

[
2
2

]
tet +

[
1
0

]
et

(Παρατήρηση: Το πρόβληµα µπορεί να λυθει και µε εκθετικά πινάκων, ο πίνακας του συστήµατος διαγωνο-
ποιείται, και χρήση ολοκληρωτικού παράγοντα ϐλ. ∆ΙΑΛΕΞΗ 9 σελ. 22)
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Θέµα 4

(α)

(i) L [t sin(2t)] = − d

ds

[
2

s2 + 4

]
=

4s

(s2 + 4)2
(ϐλ. παράγωγος µετασχηµατισµού ∆ΙΑΛΕΞΗ 10 σελ. 16-17)

άρα από t−µετατόπιση L
[
e−tt sin(2t)

]
=

4(s+ 1)

[(s+ 1)2 + 4]2
.

(ii) L−1
[
2s− 7

s2 + 25

]
= 2L−1

[
s

s2 + 25

]
− 7

5
L−1

[
5

s2 + 25

]
= 2 cos(5t)− 7

5
sin(5t).

(ϐ) Η ∆.Ε. µε χρήση συναρτήσεων Heaviside γίνεται

y′′ + 4y = u(t− π)− u(t− 2π) άρα µε Laplace

s2F (s)− s+ 4F (s) =
1

s
(e−sπ − e−s2π) ⇒ F (s) =

s

s2 + 4
+

e−sπ

s(s2 + 4)
− e−s2π

s(s2 + 4)
⇒

⇒ F (s) =
s

s2 + 4
+ e−sπ

(
1

4

1

s
− 1

4

s

s2 + 4

)
− e−s2π

(
1

4

1

s
− 1

4

s

s2 + 4

)
(από ανάλυση σε απλά κλάσµατα)

Αρα

y(t) = cos(2t) +
1

4
u(t− π) (1− cos 2(t− π))− 1

4
u(t− 2π) (1− cos 2(t− 2π))

ή y(t) = cos(2t) +

{
1
4(1− cos 2t), π ≤ t < 2π,

0, διαφορετικά.
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