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Θέµα 1

(α) [6] Συνταιριάξτε τις ∆.Ε. y′ + 1 = y2, yy′ + t = 0, t2y′ − y = 0 και (y − 1)y′ + t3 = 4t, µε τα παρακάτω
πεδία κλίσεων αιτιολογώντας την απάντησή σας.

(ϐ) [12] Για το Π.Α.Τ. y′ = y + eat, y(0) = 0, a ∈ R, να ϐρεθεί η λύση του για, (i) a 6= 1, (ii) a = 1 και (iii)
δείξτε ότι η λύση του (ii) είναι το όριο της λύσης του (i) για a→ 1.

(γ) [10] Μία δεξαµενή χρησιµοποιείται για συγκεκριµένα υδροδυναµικά πειράµατα και µετά από κάποιο
πείραµα περιέχει 200 λίτρα (l) διαλύµατος χρωστικής ουσίας µε περιεκτικότητα 1g/l. Για να χρησιµοποιη-
ϑεί η δεξαµενή στο επόµενο πείραµα πρέπει να ξεπληθεί µε καθαρό νερό που ϱέει στη δεξαµενή µε ϱυθµό
2l/min, ενώ το διάλυµα εκρέει από τη δεξαµενή µε τον ίδιο ϱυθµό. Βρείτε το χρόνο που χρειάζεται έως ότου
η ποσότητα της χρωστικής ουσίας ϕτάσει το 1% της αρχικής της τιµής.

Θέµα 2

(α) [5] ΄Εστω y1(t) µία λύση της γραµµικής µή-οµογενούς ∆.Ε. ay′′ + by′ + cy = g(t) και y2(t) µία λύση της
αντίστοιχης οµογενούς. Εξηγήστε ποιά ή ποιές από τις παρακάτω συναρτήσεις πιστεύετε ότι είναι λύσεις της
µη-οµογενούς ∆.Ε.

(i) y1(t) + y2(t), (ii) 2y1(t), (iii) 2y2(t), (iv) 2y1(t) + y2(t), (v) y1(t) + 2y2(t).

Βρείτε τη γενική λύση, y(t), της κάθε µίας από τις ∆.Ε. (χωρίς χρήση του µετασχηµατισµού Laplace)
(ϐ) [10] y′′ − 2y′ + y = et,
(γ) [12] t2y′′ − 2y = 3t2 − 1.

Θέµα 3

΄Εστω το παρακάτω µη-οµογενές σύστηµα διαφορικών εξισώσεων για τις x(t) και y(t):

x′ = −4y + 3x− 3t,

y′ = x− y − 3.

Χωρίς να µετασχηµατίσετε το σύστηµα σε διαφ. εξισώσεις δεύτερης τάξης :

(α) [14] Υπολογίστε τη γενική λύση του οµογενούς συστήµατος που προκύπτει από το παραπάνω και δώστε
τον πίνακα των ϑεµελιωδών λύσεων.
(ϐ) [6] Υπολογίστε τον πίνακα eAt, όπου A ο πίνακας του παραπάνω συστήµατος.
(γ) [10] Να ϐρεθεί η γενική λύση του παραπάνω µή-οµογενούς συστήµατος για x(0) = 0 και y(0) = 1.

Θέµα 4

Να λυθούν τα παρακάτω πρόβληµατα αρχικών τιµών µε χρήση του µετασχηµατισµού Laplace,
(α) [8] y(4) − y = 0, y(0) = 0, y′(0) = 0, y′′(0) = 1, y′′′(0) = 0.
(ϐ) [12] y′′ + 4y = sin(t) + u(t − π) sin(t − π), y(0) = 0, y′(0) = 0, όπου ή u η συνάρτηση µοναδιαίου
ϐήµατος Heaviside.

ΚΑΛΗ ΕΠΙΤΥΧΙΑ !
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Θέµα 1

(α) Η ∆.Ε. y′ + 1 = y2 δηλ. y′ = y2 − 1 έχει σηµεία ισορροπίας τα y = 1 και y = −1 (και δεν εξαρτάται από
το t), άρα έχει πεδίο κλίσεων το (II). Η t2y′ − y = 0 δηλ. y′ = y/t2 έχει σηµείο ισορροπίας το y = 0 και
για t → 0 η κλίση τείνει στο ∞, άρα έχει πεδίο κλίσεων το (III), για την yy′ + t = 0 ισχύει ότι y2 + t2 = C
(λύσεις, κύκλοι µε κέντρο το 0) άρα έχει πεδίο κλίσεων το (I).

(ϐ) Η ∆.Ε. είναι γραµµική µη-οµογενής και γράφεται ως y′ − y = eat, άρα ο ολοκληρωτικός παράγοντας της
είναι e

∫
(−1)dt = e−t άρα [e−ty]′ = e(a−1)t.

Για a 6= 1 έχουµε e−ty = 1
a−1e

(a−1)t + C δηλ. y(t) = 1
a−1e

at + Cet. Εφόσον y(0) = 0 το C = − 1
a−1 , άρα η

λύση του Π.Α.Τ. για a 6= 1 είναι

y(t) =
eat − et

a− 1
(1)

Για a = 1 έχουµε [e−ty]′ = 1 δηλ. y(t) = tet + Cet και εφόσον y(0) = 0 το C = 0, άρα η λύση του Π.Α.Τ.

y(t) = tet.

Για το όριο της (1) και µε χρήση κανόνα L’Hopital

lim
a→1

eat − et

a− 1
= lim

a→1

d
da [e

at − et]
d
da [a− 1]

= lim
a→1

teat

1
= tet.

(γ) Πρώτα ϕτιάχνουµε τη ∆.Ε. που µοντελοποιεί το πρόβληµα. ΄Εστω y(t) η ποσότητα χρωστικής ουσίας στο
διάλυµα στο χρόνο t. Εφόσον µπαίνει µόνο καθαρό νερό στη δεξαµενή η µεταβολή του y(t)

dy

dt
= y′ = −2 y

200
= − y

100

Λύνουµε τη (διαχωρίσιµη) ∆.Ε.

y′

y
= − 1

100
⇒ ln |y| = − 1

100
t+ C ⇒ y = De−t/100, D > 0

Εφόσον y(0) = 200 γραµµάρια, 200 = De−0/100 τότε D = 200 και το 1% της αρχικής τιµής είναι 2 έχουµε

2 = 200e−t/100 ⇒ ln(1/100) = −t/100 ⇒ t ≈ 460.5min

Θέµα 2

(α) Γνωρίζουµε ότι η γενική λύση µιας δεύτερης τάξης µη-οµογενούς δίνεται από το άθροισµα της λύσης της
οµογενούς + µιας λύσης της µη-οµογενους συνεπώς, η y1(t) πρέπει πάντα να εµφανίζεται στη λύση (όπως
είναι, όχι πολλαπλασιασµένη µε κάποιο αριθµό), επιπλέον οι λύσεις της οµογενούς µπορεί να είναι πολλα-
πλασιασµένες µε σταθερούς αριθµούς. Συνεπώς, αποδεκτές λύσεις είναι οι (i) και (v).

(ϐ) Υπολογίζουµε πρώτα τη λύση, yc της οµογενούς ∆.Ε. όπου έχει χαρακτηριστική εξίσωση r2 − 2r + 1 = 0
και άρα διπλή ϱίζα r = 1 και έχουµε

yc = C1e
t + C2te

t.

Με τη µέθοδο απροσδιόριστων συντελεστών πρέπει να µαντέψουµε κατάλληλα, µια που το et και tet εµφα-
νίζονται στη λύση της οµογενούς. Η κατάλληλη ¨µαντεψιά¨ είναι yp = At2et (ϐλ. ∆ιαλεξη 7 σελ. 6-7). Τότε
αντικαθιστώντας την yp στη ∆.Ε. έχουµε

(At2et + 4Atet + 2Aet)− 2(At2et + 2Atet) +At2et = et,

(A− 2A+A)t2et + (4A− 4A)tet + 2Aet = et,

2Aet = et ⇒ A =
1

2

΄Αρα η γενική λύση της ∆.Ε. είναι y(t) = yc + yp = C1e
t + C2te

t + 1
2 t

2et.
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(γ) Η ∆.Ε. t2y′′ − 2y = 3t2 − 1 είναι µη-οµογενής τύπου Euler. Βρίσκουµε τη λύση της οµογενούς µε
αντικατάσταση y = tm. ΄Αρα y′ = mt(m−1) και y′′ = m(m − 1)t(m−2) και αντικατάσταση στην οµογενή ∆.Ε.
έχουµε τη χαρ. εξίσωση m2 − m − 2 = 0 που έχει ϱίζες m1 = 2 και m2 = −1 και συνεπώς y1 = t2 και
y2 = t−1 και yc = C1y1 + C2y2.
Για να υπολογίζουµε µία ειδική (µερική) λύση της µη-οµογενούς µπορούµε µόνο να χρησιµοποιήσουµε τη
µέθοδο µεταβολής των παραµέτρων (Lagrange) εφόσον η ∆.Ε. γράφεται

y′′ − 2

t2
y = 3− 1

t2
= f(t),

Μπορούµε να χρησιµοποιήσουµε απευθείας το Θ. Lagrange (ϐλ. ∆ιάλεξη 7 σελ. 25) όπου

yp = −y1
∫

y2 · f
W (y1, y2)

dt+ y2

∫
y1 · f

W (y1, y2)
dt (2)

Η Wronskian W =

∣∣∣∣t2 t−1

2t − 1
t2

∣∣∣∣ = −3 άρα η (2) δίνει

yp =
t2

3

∫
1

t
(3− 1

t2
)dt− 1

3t

∫
(3t2 − 1)dt ⇒ yp = t2 ln |t|+ 1

2
− t2

3

Ο όρος − t
2

3
µπορεί να παραληφθεί γιατι είναι πολλαπλάσιο της λύσης της οµογενούς y1. Συνεπώς η γενική

λύση της ∆.Ε. είναι

y(t) = C1t
2 + C2t

−1 + t2 ln |t|+ 1

2
.

Θέµα 3

(α) Το οµογενές σύστηµα σε µορφή πίνακα-διάνυσµα είναι[
x′

y′

]
=

[
3 −4
1 −1

] [
x
y

]
= A

[
x
y

]
Εδώ µπορεί να εφαρµοστεί η µέθοδος ιδιοτιµών (εφοσον η ασκηση Ϲητάει να µη µετασχηµατιστεί το σύστηµα).
΄Αρα υπολογίζω την ορίζουσα det(A− λI) = 0 =⇒ (λ− 1)2 = 0 =⇒ λ1,2 = 1, διπλή ιδιοτιµή.
Λύνοντας για το ιδιοδιάνυσµα ~v = [v1, v2]

T το σύστηµα (A− 1 · I)~v = 0, έχουµε:[
2 −4
1 −2

] [
v1
v2

]
=

[
0
0

]
⇒
[
2 −4
0 0

] [
v1
v2

]
=

[
0
0

]
⇒
[
v1
v2

]
= v2

[
2
1

]

και παίρνουµε ένα µόνο ιδιοδιάνυσµα ~v =

[
2
1

]
(ατελής ιδιοτιµή, ϐλ.∆ιάλεξη 8 σελ. 37-39). Χρειάζεται άρα

να υπολογίσουµε τώρα ένα γενικευµένο ιδιοδιάνυσµα ~w = [w1, w2]
T για το οποίο ισχύει[

2 −4
1 −2

] [
w1

w2

]
=

[
2
1

]
⇒
[
2 −4
0 0

] [
w1

w2

]
=

[
2
0

]
⇒
[
w1

w2

]
=

[
1
0

]
+ w2

[
2
1

]
εφόσον w2 ελεύθερη µεταβλητή (και που πολλαπλασιάζει το ιδιοδιάνυσµα της οµογενούς) µπορούµε να ϑέ-
σουµε w2 = 0 συνεπώς, η λύση του οµογενούς συστήµατος είναι

~xc =

[
x
y

]
c

= c1

[
2
1

]
et + c2

([
2
1

]
t+

[
1
0

])
et.

Ο πίνακας των ϑεµελιωδών λύσεων, µε ϐάση την παραπάνω λύση, είναι τ.ω. ~xc = X(t)~c, δηλ.

X(t) =

[
2et (2t+ 1)et

et tet

]
.
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(ϐ) Για τον τον πίνακα eAt (ϐλ. ∆ιάλεξη 9 σελ. 10) έχουµε

eAt = X(t) ·X(0)−1 =

[
2et (2t+ 1)et

et tet

]
·
[
0 1
1 −2

]
=

[
(2t+ 1)et −2tet

tet (1− 2t)et

]
,

ο οποίος ικανοποιεί και ότι eA0 = I, για επιβεβαίωση.
(Παρατήρηση: Ο πίνακας A ∆ΕΝ διαγωνοποιείται, λόγω ατελούς ιδιοτιµής.)

(γ) Για τη λύση του µη-οµογενούς µε χρήση απροσδιόριστων συντελεστών ¨µαντεύουµε¨ ότι µια ειδική λύση

ϑα είναι της µορφής ~xp =
[
a1
a2

]
t+

[
b1
b2

]
και αντικαθιστώντας την ~xp στο σύστηµα έχουµε[

a1
a2

]
=

[
3 −4
1 −1

] [
a1t+ b1
a2t+ b2

]
−
[
3t
3

]
⇒
[
a1
a2

]
=

[
3a1t+ 3b1 − 4a2t− 4b2 − 3t
a1t+ b1 − a2t− b2 − 3

]
από όπου προκύπτει το σύστηµα

3a1 − 4a2 − 3 = 0

3b1 − 4b2 = a1

a1 − a2 = 0

b1 − b2 = 3 + a2

που έχει λύση a1 = a2 = −3 και b1 = b2 = 3. Συνεπώς, ~xp =

[
−3
−3

]
t +

[
3
3

]
και άρα η γενική λύση του

µη-οµογενούς συστήµατος είναι[
x
y

]
= c1

[
2
1

]
et + c2

([
2
1

]
t+

[
1
0

])
et +

[
−3
−3

]
t+

[
3
3

]
Για x(0) = 0 και y(0) = 1 έχουµε[

0
1

]
= c1

[
2
1

]
+ c2

[
1
0

]
+

[
3
3

]
⇒ c1 = −2, c2 = 1.

Θέµα 4

(α) Εφαρµόζοντας µετασχηµατισµό Laplace για την 4η παράγωγο (ιδιοτητες ∆ιαλεξη 10 σελ. 14) και µε τις
αρχικές συνθήκες που δίνονται έχουµε, µε L{y} = F (s),

F (s) =
s3y(0) + s2y(0)′ + sy(0)′′ + y′′′(0)

s4 − 1
=

s

s4 − 1

Αναλύουµε σε απλά κλάσµατα

s

s4 − 1
=

A

s− 1
+

B

s+ 1
+
Cs+D

s2 + 1
⇒ A = 1/4, B = 1/4C = −1/2, D = 0

s

s4 − 1
=

1

4(s− 1)
+

1

4(s+ 1)
− s

2(s2 + 1)

τότε µε αντίστροφο µετασχηµατισµό Laplace, L−1{·}, σε κάθε κλάσµα, η λύση της ∆.Ε. είναι

y(t) =
e−t

4
+
et

4
− cos(t)

2
.

(ϐ) Εφαρµόζοντας µετασχηµατισµό Laplace αριστερά και δεξιά στη ∆.Ε. έχουµε

s2F (s)− sy(0)− y′(0) + 4F (s) =
1

s2 + 1
+

e−πs

s2 + 1
=⇒
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F (s) =
1

(s2 + 4)(s2 + 1)
+

e−πs

(s2 + 4)(s2 + 1)
=

1

(s2 + 4)(s2 + 1)
(1 + e−πs) (A)

Αναλύοντας σε απλά κλάσµατα το

1

(s2 + 4)(s2 + 1)
=
As+B

s2 + 4
+
Cs+D

s2 + 1
⇒ A = 0, B = −1/3, C = 0, D = 1/3

έχουµε
−1/3
s2 + 4

+
1/3

s2 + 1
=
−1
3
· 2/2

s2 + 4
+

1

3
· 1

s2 + 2
=
−1
6
· 2

s2 + 22
+

1

3
· 1

s2 + 2

τότε µε αντίστροφο µετασχηµατισµό Laplace (σε κάθε κλάσµα) στην (A), και την ιδιότητα της t−µετατόπισης,
έχουµε τη λύση

y(t) = h(t) + u(t− π)h(t− π)

όπου
h(t) =

−1
6

sin(2t) +
1

3
sin(t).
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