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Οδηγίες

• Συµπληρώσατε, αµέσως, τα στοιχεία σας στον παραπάνω χώρο.

• Επιτρέπεται µόνο η χρήση υπολογιστή τσέπης.

Παραβίαση του κανόνα αυτού συνεπάγεται σοβαρές συνέπειες πέρα από το µηδενισµό στο µάθηµα.

• Σε όλα τα προβλήµατα πρέπει να ϕαίνεται καθαρά όλη η δουλειά σας. Η ακρίβεια των αποτελεσµάτων σας

είναι σηµαντική.

Σωστές απαντήσεις που δεν δικαιολογούνται από την δουλειά σας δεν ϑα ϐαθµολογηθούν.

• ∆εν εγκαταλείπετε την ϑέση σας για κανένα λόγο χωρίς να επικοινωνήσετε πρώτα µε επιτηρητή

της εξέτασης.

• Ο χρόνος του διαγωνίσµατος είναι 2 ώρες και 45 λεπτά.

• Αποχώρηση από την εξέταση επιτρέπεται µετά από 40 λεπτά.

Χρησιµοποιήστε τουλάχιστον 4 δεκαδικά ψηφεία στους υπολογισµού σας.

Σε όλες τις περιπτώσεις παραδίδετε το ϕυλλάδιο εξέτασης µε συµπληρωµένα στοιχεία.

ΚΑΛΗ ΕΠΙΤΥΧΙΑ !



Θέµα 1

(α)[6] ΄Εστω υπολογιστής όπου το σύνολο αριθµών µηχανής του ορίζεται ώς M(β = 2, t = 10, L = −6, U = 6) και
ο αριθµός x = (20.1)10. Ποιός είναι ο αριθµός µηχανής (κινητής υποδιαστολής) στο δοσµένο υπολογιστή ;

(ϐ)[6] ΄Εστω ότι ϑέλουµε να υπολογίσουµε την ποσότητα E(x) =
1− cos(x)

sin2(x)
για x = 10−8. ∆είξτε ότι για τον

υπολογισµό του E(10−8) σε έναν υπολογιστή αυτό µπορεί να οδηγήσει σε µεγάλο σφάλα και εξηγείστε γιατί
συµβαίνει αυτό. Προτείνετε έναν καλύτερο τρόπο υπολογισµού του E(x) και υπολογίστε το E(10−8).

Θέµα 2

(α)[15] Για τη συνάρτηση f(x) = 3x2 − ex, να προσεγγιστεί η µικρότερη πραγµατική ϱίζα της µε τη µέθοδο
Newton-Raphson µε ανοχή σφάλµατος µικρότερη του 5 · 10−3, καθορίζοντας αρχικά ένα διάστηµα που περιέχει
τη ϱίζα αυτή µε τη ϐοήθεια γραφικής παράστασης και εφαρµογή σε αυτό 2 ϐηµάτων της µεθόδου της διχοτόµη-
σης για τον υπολογισµό της αρχικής τιµής για τη µέθοδο Newton-Raphson.
(ϐ)[6] ΄Εστω 0 ≤ x0 ≤ 1. Αποδείξτε αν η ακολουθία {xn}n∈N : xn+1 =

1
3(2 + xn − exn), n = 0, 1, 2, . . ., συγκλίνει

ή όχι στο [0, 1].

Θέµα 3

(α)[12] Για τα δεδοµένα (xi, yi) : (0, 2), (1, 1), (2, 0) και (3,−1), υπολογίστε το πολυώνυµο παρεµβολής (i) µε
χρήση των πολυωνύµων Lagrange και (ii) στη µορφή Newton µε χρήση διαιρεµένων διαφορών. Υπολογίστε το
σφάλµα της παρεµβολής στα δεδοµένα αυτά.
(ϐ) [6] ∆ίνεται η παρακάτω clamped κυβική spline S(x) στο διάστηµα [0, 3],

S(x) =


s0(x) = −1 + αx− 5

9x
2 + 5

9x
3, x ∈ [0, 1]

s1(x) =
14
9 (x− 1) + 10

9 (x− 1)2 − 2
3(x− 1)3, x ∈ [1, 2]

s2(x) = 2 + 16
9 (x− 2) + β(x− 2)2 − 1

9(x− 2)3, x ∈ [2, 3].

Υπολογίστε τα α και β και τις συνοριακές συνθήκες που ικανοποιεί η S(x).
(γ)[14] Τα παρακάτω δεδοµένα αφορούν την ποσότητα, c, ενός ϕαρµάκου στο αίµα ενός ασθενούς ανά ώρα

t 1 2 3 4 5 6 7 8
c 8.0 12.3 15.5 16.8 17.1 15.8 15.2 14.0

Προσαρµόστε το µοντέλο c(t) = κteλt στα παραπάνω δεδοµένα, υπολογίζοντας τα κ και λ.

Θέµα 4

(α)[12] Υπολογίστε το πλήθος των κόµβων που χρειάζονται για την προσέγγιση του ολοκληρώµατος I(f) =∫ 2

1
x ln(x)dx µε ακρίβεια 10−4 χρησιµοποιώντας τον σύνθετο τύπο του Simpson 1/3 και για τα σηµεία (κόµ-

ϐους) που ϐρήκατε προσεγγίστε το ολοκλήρωµα. (∆ίνεται ότι ο τύπος του σφάλµατος για το σύνθετο τύπο του

Simpson 1/3 είναι RS = −b− a
180

h4f (4)(ξ).)

(ϐ) [12] Θεωρείστε έναν απλό κανόνα ολοκλήρωσης στο διάστηµα [0, 1] ο οποίος παράγεται ως εξής :
∫ 1
0 f(x)dx ≈∫ 1

0 P (x)dx, όπου P (x) το γραµµικό πολυώνυµο που παρεµβάλει την f(x) στο x0 = 0 και x1 = 3/4. Υπολογίστε
αυτόν το κανόνα στη συνήθη µορφή, Q2(f) = w0f(x0)+w1f(x1), και µετασχηµατίστε τον για να κατασκευάσετε
έναν απλό κανόνα ολοκλήρωσης που προσσεγγίζει το

∫ b
a f(x)dx, δηλ. για τυχαίο διάστηµα [a, b].

Θέµα 5

΄Εστω η η µέθοδος του Τραπεζίου : yn+1 = yn + h
2 [f(t

n, yn) + f(tn+1, yn+1)] για προβλήµατα αρχικών τιµών.
(α) [5] Αποδείξτε ότι η µέθοδος του Τραπεζίου είναι Α-ευσταθής.
(ϐ) [6] Για το Π.Α.Τ. y′ = −20y, y(0) = 1, εφαρµόστε τη µέθοδος του Τραπεζίου µε h = 1 για να προσεγγίσετε
το y(5) και εξηγείστε γιατι η προσεγγισή ταλαντωνεται. Για ποιές τιµες του h µπορούµε να πάρουµε οµαλή
προσέγγιση ;



Απαντήσεις Θεµάτων

Θέµα 1

(α) Στο δοσµένο υπολογιστή, πρέπει να µετατραπεί ο αριθµός x σε ϐάση 2 από το δεκαδικό. ΄Αρα, για τον x = 20.1
µετατρέπουµε πρώτα το ακέραιο µέρος και έχουµε (µε ϐάση τον αλγόριθµο της διάιρεσης) (20)10 = (10100)2.
Για το (0.1)10 = 0.000100110011 . . . (δεν παριστάνεται ακριβώς). ΄Αρα fl(x) = (0.1010000010 ·25)2(= 20.0625)10).

(ϐ) Ο υπολογισµός για το E(10−8) µε ϐάση τον τύπο που δίνεται δίνει E(10−8) = 0 γιατι υπολογίζεται το
1 − cos(x) = 0 αν και το x 6= 0 (αφαίρεση σχεδόν ίδιων αριθµών/καταστροφική ακύρωση). Πολλαπλασιάζοντας
τον αριθµητή και τον παρανοµαστή µε την ποσότητα 1 + cos(x) παίρνουµε ένα ισοδύναµο (µαθηµατικά) τρόπο

υπολογισµού E(x) =
1

1 + cos(x)
που δινει E(10−8) = 0.50

Θέµα 2

(α) Για τον εντοπισµό των ϱιζών µπορούµε να δούµε ότι αυτές ϐρίσκονται π.χ. στο διάστηµα [1, 4] (f(1) ·f(4) < 0).
Με ϐάση την µονοτονία και τα ακρότατα της f οι ϱίζες της ανήκουν στα διαστήµατα [−1, 0], [0, 1] και [3, 4].

Για την µικρότερη ϱίζα εφαρµόζουµε αρχικά τη διχοτόµηση στο διάστηµα [−1, 0], και έχουµε
x1 = −0.50, f(−0.5) = 0.1435 > 0, και f(−0.5) · f(0) = −0.1435 < 0,

x2 = (−0.5 + 0)/2 = −0.25

Για την µέθοδο Newton-Raphson έχουµε, µε x0 = −0.25,
x1 = −0.5095, |x1 − x0| = 0.2595

x2 = −0.4608, |x2 − x1| = 0.0487

x3 = −0.4590, |x3 − x2| = 0.0018 = 1.8 · 10−3 < 5 · 10−3

Παρατήρηση: Σωστή είναι η εφαρµογή της διχοτόµησης και σε άλλα διαστηµατα, π.χ. [−2, 0] ή [−0.5, 0] όπου
ισχύει το ϑ. Bolzano.

(ϐ) Με φ(x) = 1
3(2 + x − ex), x ∈ [0, 1] , έχουµε φ′(x) = 1

3(1 − e
x) ≤ 0 για x ∈ [0, 1] άρα, φ(x) ϕθίνουσα και

φ([0, 1]) = [φ(0), φ(1)] = [3−e3 , 13 ] ≈ [0.09, 0.33] ⊂ [0, 1].
Ακόµα |φ′(x)| = |13(1 − e

x)| = ex−1
3 ≤ e−1

3 = L < 1, για x ∈ [0, 1]. Συνεπώς, έχουµε εξασφαλισµένη σύγκλιση
της ακολουθίας στο x ∈ [0, 1] εφόσον ισχύουν οι πρϋποθέσεις του Θ. Συστολής.

Θέµα 3

(α) Στη µορφή Lagrange έχουµε

P (x) = 2
(x− 1)(x− 2)(x− 3)

(0− 1)(0− 2)(0− 3)
+ 1

(x− 0)(x− 2)(x− 3)

(1− 0)(1− 2)(1− 3)
− 1

(x− 0)(x− 1)(x− 2)

(3− 0)(3− 1)(3− 2)
= · · · = 2− x



Στη µορφή Newton έχουµε τις ∆.∆.
0 2

−1
1 1 0

−1 0
2 0 0

−1
3 −1

΄Αρα P (x) = 2+(−1)(x−0) = 2−x. Η παρεµβολή περιγράφει ακριβώς τα δεδοµένα που ανηκουν σε ένα πρωτου
ϐαθµού πολυώνυµο, συνεπώς το σφάλµα είναι 0.

(ϐ) Το α µπορεί να υπολογιστεί από τη συνθήκη s′0(1) = s′1(1) δηλ. α − 10
9 1 +

5
31

2 = 14
9 που δίνει α = 1. Το β

από τη συνθήκη s′′1(2) = s′′2(2) δηλ. 20
9 − 4 = 2β άρα β = −8/9. Οι συνοριακές συνθήκες για clamped κυβική

spline είναι s′0(0) = α = 1 και s′2(3) =
16
9 + 2(−8

9)−
1
3 = −1/3.

(γ) Με τη µέθοδο ελαχίστων τετραγώνων γραµµικοποιούµε

ln
(c
t

)
= ln(κ) + λt ⇒ Y = A+Bt

Κατασκευάζουµε τον πίνακα

i ti Yi = ln(ci/ti) t2i tiYi
1 1 2.0794 1
2 2 1.8164 4
3 3 1.6411 9
4 4 1.4351 16
5 5 1.2296 25
6 6 0.6983 36
7 7 0.7755 49
8 8 0.5596 64∑
= 36 10.50 204 38.242

Λύνοντας τις κανονικές εξισώσεις έχουµε[
204 36
36 8

] [
A
B

]
=

[
38.242
10.50

]
A ≈ 2.28 ⇒ κ = e2.28 ≈ 9.77 και B = λ ≈ −0.215.

Θέµα 4

(α) Θέλουµε |RS | = ||
b− a
180

h4f (4)(x)||∞ = max
x∈[1,2]

|b− a
180

h4f (4)(x)| < 10−4, όπου f (4)(x) = 2/x3 (τέταρτη παρά-

γωγος της f(x) = x ln(x)) και max
x∈[1,2]

|2/x3| = 2, συνεπώς

1

180
· h4 · 2 < 10−4 ⇒ h4 <

180 · 10−4

2
⇒ h =

b− a
n

< 0.308 ⇒ n > 3.2466

΄Αρα ϑέλουµε n = 4 υποδιαστήµατα (ακέραιος και άρτιος αριθµός) στο [1, 2] άρα 5 σηµεία (κόµβους) για να
εφαρµόσουµε τη µέθοδο (µε h = (2− 1)/4 = 0.25).

Οι κόµβοι είναι x0 = 1, x1 = 1.25, x2 = 1.5, x3 = 1.75 και x4 = 2, άρα ο σύνθετος τύπος του Simpson 1/3 µας
δίνει

I(f) ≈ h

3
[f(1) + 4f(1.25) + 2f(1.5) + 4f(1.75) + f(2)] = . . . = 0.636309.



(ϐ) Το πολυώνυµο παρεµβολής είναι P (x) = f(0)+ f(3/4)−f(0)
3/4−0 x = f(0)(1− 4

3x)+
4
3f(3/4)x (µπορεί να υπολογιστεί

µε διάφορους τρόπους). Βρίσκουµε τον κανόνα ολοκλήρωσης (ολοκληρώνοντας το P (x)) ως∫ 1

0
f(x)dx ≈

∫ 1

0
P (x)dx =

1

3
f(0) +

2

3
f(3/4)

άρα w0 = 1/3, w1 = 2/3, x0 = 0, x1 = 3/4. (ϐλ. ∆ΙΑΛΕΞΗ 14, σελ 3-4 & 13)
Για να κατασκευάσουµε τον απλό κανόνα ολοκλήρωσης που προσσεγγίζει το

∫ b
a f(x)dx, δηλ. για τυχαίο

διάστηµα [a, b], χρειαζόµαστε την αλλαγή µεταβλητής (όπως στους τύπους Gauss ∆ΙΑΛΕΞΗ 16 σελ. 2) από το
[0, 1] στο [a, b]. ΄Αρα, αν t ∈ [0, 1] και x ∈ [a, b] από x = mt+ c (γραµµικός µετασχηµατισµός απο το ένα διάστηµα
στο άλλο, για t = 0 το x = a και για t = 1 το x = b) έχουµε m = b− a, c = a, συνεπώς∫ b

a
f(x)dx = (b− a)

∫ 1

0
f((b− a)t+ a)dt ≈ (b− a)

(
1

3
f(a) +

2

3
f(

3

4
(b− a) + a)

)
≈ (b− a)

(
1

3
f(a) +

2

3
f(

1

4
a+

3

4
b)

)
Θέµα 5

(α) Εφαρµόζοντας τη δοσµένη µέθοδο στο Π.Α.Τ. (δοκιµής) y′ = λy, λ < 0, y(0) = 1 έχουµε (Βλ. ∆ΙΑΛΕΞΗ 17
σελ. 15-16 και σελ. 24)

yn+1 = yn+
λh

2
[yn+yn+1] ⇒ yn+1 =

1 + λh/2

1− λh/2
yn =

(
1 + λh/2

1− λh/2

)n
y0, που δίνει ευσταθή µέθοδο, δηλ. yn → 0, αν

∣∣∣∣1 + λh/2

1− λh/2

∣∣∣∣ < 1 ⇒ |1 + λh/2| < 1− λh/2 εφοσον λh < 0 και ισχύει για κάθε επιλογή του ϐήµατος h.

(ϐ) Η µέθοδος δίνει για λ = −20 και h = 1

yn+1 =
1 + λh/2

1− λh/2
yn =

1− 10

1 + 10
yn = − 9

11
yn αρα, λόγω του -9/11 σε κάθε ϐήµα αλλάζει το πρόσηµο της προσεγγισης.

Για να έχουµε οµαλή προσέγγιση πρέπει η επιλογή του ϐήµατος h να γίνει ώστε

1 + λh/2

1− λh/2
=

1− 10h

1 + 10h
> 0 ⇒ 1− 10h > 0 ⇒ h < 1/10.


