
Μ.Π.∆.: Αριθµητική Ανάλυση, Τελική Εξέταση, 07/2023, ∆ιάρκεια 2 ώρες & 45 λεπτά

Θέµα 1

(α)[9] Απαντήστε αναλυτικά στα παρακάτω ερωτήµατα:
(1) Τι είναι και τη µορφή έχουν οι αριθµοί κινητής υποδιαστολής; Ποιές είναι οι χαρακτηριστικές παράµετροι ενός
συνόλου αριθµών κινητής υποδιαστολής σε έναν υπολογιστή ; Ποιός είναι ο µικρότερος και ποιός ο µεγαλύτερος
αριθµός ενός τέτοιου συνόλου ;
(2) Ποιά ποσότητα ονοµάζουµε µοναδιαίο σφάλµα στρογγύλευσης; Ποιός είναι ο µεγαλύτερος αριθµός x στό σύ-
νολο των αριθµών ενός υπολογιστή τέτοιος ώστε x+ 1 = 1;
(3) Πότε ένας αριθµητικός αλγόριθµος λέγεται ευσταθής και πότε ένα υπολογιστικό πρόβληµα λέγεται ότι είναι
καλής κατάστασης;
(ϐ)[3] Εκφράστε τον αριθµό (19/6)10 στο δυαδικό σύστηµα αρίθµησης.

Θέµα 2

΄Εστω η συνάρτηση f(x) = 2x− e−x, απαντήστε στα παρακάτω:
(α)[6] ΄Εχει η f(x) µοναδική ϱίζα στο διάστηµα [0, 1] και αν ναι, πόσα ϐήµατα της µεθόδου της διχοτόµησης ϑα
χρειαζόµασταν για να την προσεγγίσουµε µε ακρίβεια 5 δεκαδικών ψηφίων ;
(ϐ)[6] Η µέθοδος σταθερού σηµείου xn+1 = 0.5e−xn , n = 0, 1, . . . συγκλίνει στη ϱίζα της f(x) για κάθε x0 ∈ [0, 1];
(γ)[9] Εφαρµόστε για την f(x) µία επαναλητπική µέθοδο τετραγωνικής τάξης σύγκλισης µε αρχική τιµή x0 = 0
για να προσεγγίσετε τη ϱίζα µε ακρίβεια 3 δεκαδικών ψηφίων.

Θέµα 3

(α)[8] ΄Εστω ότι ϑέλουµε να προσεγγίσουµε την f(x) = cos(x/2) µε το πολυώνυµο p(x) που την παρεµβάλει στα
σηµεία x0 = 1, x1 = 2 και x2 = 3. Χωρίς να υπολογίσετε το p(x), υπολογίστε ένα άνω ϕράγµα του σφάλµατος της
προσέγγισης όταν το x = 0 και όταν το x = π/2.
(ϐ)[10] Υπολογίστε τη ϕυσική κυβική spline που παρεµβάλει στα σηµεία (xi, yi) : (−3, 1), (0, 3) και (2, 1).
(γ)[14] Τα παρακάτω δεδοµένα αφορούν την ποσότητα, r, ενός ϱύπου στο νερό (σε mg/l) ανά ηµέρα

t 1 2 3 4 5 6 7 8
r 8.0 12.3 15.5 16.8 17.1 15.8 15.2 14.0

Προσαρµόστε το µοντέλο r(t) = αteβt στα παραπάνω δεδοµένα, υπολογίζοντας τα α και β.

Θέµα 4

(α)[10] Κατασκευάσετε έναν αριθµητικό τύπο για την προσέγγιση της f ′(x) χρησιµοποιώντας τις τιµές της f :
f(x− 2h), f(x) και f(x+ 3h) υπολογίζοντας το πολυώνυµο παρεµβολής στα σηµεία x− 2h, x, x+ 3h µε χρήση
διαιρεµένων διαφορών. [Bonus [5]: Ποιά είναι η τάξη ακρίβειας του τύπου που υπολογίσατε ;]

(ϐ)[7+8] Για την προσέγγιση του ολοκληρώµατος I(f) =

∫ 2

1
x ln(x)dx(≈ 0.6362943) χρησιµοποιήστε (i) τον

σύνθετο τύπο του Simpson 1/3 µε χρήση 5 κόµβων και (ii) τον τύπο ολοκλήρωσης Gauss-Legendre 2-σηµείων.

Θέµα 5

΄Εστω το πρόβληµα αρχικών τιµών (Π.Α.Τ.) y′ − ty2 − 1 = 0, y(1) = 0 για την y(t).
(α)[9] Προσεγγίστε τη λύση y(t) για t ∈ [1, 3] εφαρµόζοντας 3 ϐήµατα της µεθόδου Euler. Ποιά είναι η προσέγγιση
του y(3) και ποιά η ολική τάξη ακρίβειας της µεθόδου ;

(ϐ)[6] Για ένα Π.Α.Τ προτείνετε ή και περιγράψτε τουλάχιστον 2 µεθόδους που ϑα έδιναν ακριβέστερο αποτέλεσµα
από αυτό της µεθόδου Euler.
Ποιά είναι τα ϐασικά κριτήρια που είναι σηµαντικά στην επιλογή µιας υπολογιστικής µεθόδου για Π.Α.Τ.;

Σύνολο µονάδων διαγωνίσµατος 110 µε άριστα το 100

Χρησιµοποιήστε τουλάχιστον 4 δεκαδικά στους υπολογισµούς σας
Η ακρίβεια των διατυπώσεών σας, υπολογισµών και τελικών αποτελεσµάτων σας είναι σηµαντική.

ΚΑΛΗ ΕΠΙΤΥΧΙΑ !

1



Μ.Π.∆.: Αριθ. Ανάλυση, Τελική Εξέταση, 06/2023, Απαντήσεις

Θέµα 1

(α) Βλέπε ∆ΙΑΛΕΞΕΙΣ 2 & 3

(ϐ) Ο αριθµός 19/6 = 3+1/6 ακέραιο και κλασµατικό µέρος στο δεκαδικό. Συνεπώς (19/6)10 = (11.0010101 · · · )2,
όπου από το 5ο δεκαδικό και µετά έχουµε επαναλαµβανόµενα δεκαδικά.

Θέµα 2

(α) ΄Εχουµε f(0) = −1 < 0 και f(1) ≈ 1.63 > 0 και επίσης f ′(x) = 2 + e−x > 0 ∀ x ∈ [0, 1]. Συνεπώς η
συνάρτηση αλλάζει πρόσηµο και είναι αύξουσα άρα έχουµε µοναδική ϱιζα.

Για τα ϐήµατα της διχοτόµησης έχουµε
b− a

2n
≤ 10−5 ⇒ n ≥ 17.

(ϐ) Ελέγχουµε αν ισχύουν οι 2 προυποθέσεις το Θ. Συστολής για την φ(x) =
e−x

2
, εφόσον αυτή προέρχεται από

την f(x).
(1)

max
x∈[0,1]

|φ′(x)| = max
x∈[0,1]

| − 0.5e−x| ≤ 1

2
< 1

(2) Εφόσον φ′(x)| = −0.5e−x < 0 η φ ϕθίνουσα ∀ x ∈ [0, 1] και φ(0) = 0.5 και φ(1) ≈ 0.184 συνεπώς
φ([0, 1]) ⊂ [0, 1].
΄Αρα η µέθοδος συγκλίνει στο σταθερό της σηµείο που είναι και η ϱίζα της f(x), ∀x0 ∈ [0, 1].

(γ) Μια τετραγωνικής τάξης µέθοδος είναι η γνωστή µας Newton-Raphson (για την οποία ισχύουν όλες οι καλές
προυποθεσεις του Θ. Συγκλισης). Συνεπώς έχουµε

xn+1 = xn −
f(xn)

f ′(xn)
, όπου για x0 = 0 παίρνουµε

x1 = x0 −
f(0)

f ′(0)
= 0− −1

3
= 1/3 = 0.333333

x2 = 0.351689 και |x1 − x0| ≈ 0.018356

x3 = 0.351734 και |x3 − x2| ≈ 4.5 · 10−5 όπου ϐλέπουµε ότι έχουµε πετύχει τη Ϲητούµενη ακρίβεια.

Θέµα 3

(α) Το απόλυτο σφάλµα της συγκεκριµένης πολ. παρεµβολής δίνεται ώς

|f(x)− p(x)| = 1

3!
max |(x− 1)(x− 2)(x− 3)|‖f ′′′(x)‖∞

Εφόσον f ′′′(x) = 1
8 sin(x/2) τότε ‖f ′′′(x)‖∞ ≤ 1/8, συνεπώς |f(x)− p(x)| ≤ 1

6 ·
1
8 max |(x− 1)(x− 2)(x− 3)|.

Για x = 0

|f(0)− p(0)| ≤ 1

48
max |(0− 1)(0− 2)(0− 3)| = 1

8
= 0.125

Για x = π/2

|f(π/2)− p(π/2)| ≤ 1

48
max |(π/2− 1)(π/2− 2)(π/2− 3)| ≈ 0.0073

(ϐ) ΄Εστω ότι η spline δίνεται ώς S(x) =

{
s1(x) = a1x

3 + b1x
2 + c1x+ d1, x ∈ [−3, 0]

s2(x) = a2x
3 + b2x

2 + c2x+ d2, x ∈ [0, 2]
, εφαρµόζοντας τις συν-

ϑηκες συνέχειας και τις συνοριακές συνθηκες για ϕυσική S′′(−3) = 0 = S′′(2) έχουµε για

S′(x) =

{
s′1(x) = 3a1x

2 + 2b1x+ c1, x ∈ [−3, 0]

s′2(x) = 3a2x
2 + 2b2x+ c2, x ∈ [0, 2]

και S′′(x) =

{
s′′1(x) = 6a1x+ 2b1, x ∈ [−3, 0]

s′2(x) = 6a2x+ 2b2, x ∈ [0, 2]
.
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s′′1(−3) = −18a1 + 2b1 = 0 και s′′2(2) = 12a2 + 2b2 = 0 (1), όµως

s1(0) = d1 = 3 και s2(0) = d2 = 3 και

s′1(0) = c1 = s′2(0) = c2 και s′′1(0) = 2b1 = s′2(0) = 2b2 άρα c1 = c2 = c και b1 = b2 = b, επίσης

s1(−3) = −27a1 + 9b− 3c+ 3 = 1 και s2(2) = 8a2 + 4b+ rc+ 3 = 1 (2). ΄Αρα έχουµε

από σχεσεις (1) a1 = b/9 και a2 = −b/6 άρα αντικαθιστώντας στις σχέσεις (2)

6b− 3c+ 3 = 1 και 8b/3 + 2c+ 3 = 1 έχουµε b = −1/2 και c = −1/3 άρα a1 = −1/18 και a2 = 1/12.

(γ) Με τη µέθοδο ελαχίστων τετραγώνων γραµµικοποιούµε

ln
(r
t

)
= ln(α) + βt ⇒ Y = A+Bt

Κατασκευάζουµε τον πίνακα

i ti Yi = ln(ri/ti) t2i tiYi
1 1 2.0794 1
2 2 1.8164 4
3 3 1.6411 9
4 4 1.4351 16
5 5 1.2296 25
6 6 0.6983 36
7 7 0.7755 49
8 8 0.5596 64∑

= 36 10.50 204 38.242

Λύνοντας τις κανονικές εξισώσεις έχουµε[
204 36
36 8

] [
A
B

]
=

[
38.242
10.50

]
A ≈ 2.28 ⇒ α = e2.28 ≈ 9.77 και B = β ≈ −0.215.

Θέµα 4

(α) Το πολυώνυµο παρεµβολής εδώ ϑα είναι το πολύ 2ου ϐαθµού (p2 ∈ P2) και στη µορφή Newton
p2(t) = a0 + a1(t− x+ 2h) + a2(t− x+ 2h)(t− x), t ∈ [x− 2h, x+ 3h]. Ο πίνακας διαφορών είναι :

xi yi = ∆(0) ∆(1) ∆(2)

x− 2h f(x− 2h)↘
f(x)−f(x−2h)

2h ↘
x f(x)↗ 2f(x+3h)−5f(x)+3f(x−2h)

30h2
f(x+3h)−f(x)

3h ↗
x+ 3h f(x+ 3h)

΄Αρα a0 = f(x− 2h), a1 = f(x)−f(x−2h)
2h και a2 = 2f(x+3h)−5f(x)+3f(x−2h)

30h2
και p′2(x) = a1 + a2(2t− 2x+ 2h) ·άρα

για t = x έχουµε

p′2(t) = a1+a22h =
f(x)− f(x− 2h)

2h
+

2f(x+ 3h)− 5f(x) + 3f(x− 2h)

15h
=

4f(x+ 3h) + 5f(x)− 9f(x− 2h)

30h
.

3



Bonus: Χρησιµοποιώντας τα αναπτύγµατα Taylor

f(x+ h) = f(x) + hf ′(x) + 1
2h

2f ′′(x) + 1
6h

3f ′′′(x) +O(h4)

f(x− 2h) = f(x)− 2hf ′(x) + 2h2f ′′(x)− 4
3h

3f ′′′(x) +O(h4)

f(x+ 3h) = f(x) + 3hf ′(x) + 9
2h

2f ′′(x) + 9
2h

3f ′′′(x) +O(h4) ϐρίσκουµε ότι

4f(x+ 3h) + 5f(x)− 9f(x− 2h) = 30f ′(x)h+ 30h3f ′′′(x) +O(h4) όπου διαιρώντας µε 30h έχουµε

4f(x+ 3h) + 5f(x)− 9f(x− 2h)

30h
= f ′(x) + h2f ′′′(x) +O(h3) άρα η προσέγγισή µας είναι O(h2).

(ϐ) (i) Οι κόµβοι είναι xi = 1, 1.25, 1.5, 1, 75, 2 άρα ο σύνθετος τυπος Simpson 1/3 δίνει µε h = 1.25

I(f) ≈ [f(1) + 4f(1.25) + 2f91.5) + 4f(1.75) + f(2)] = · · · = 0.636309

(ii) Κάνουµε πρώτα αλλαγή µεταβλητής στο [−1, 1[ και εφαρµόζουµε τον τύπο µε xi = ±1/
√

3 και wi = 1∫ 2

1
f(x)dx ' 1

2

2∑
i=1

wif(
1

2
xi +

3

2
) = 0.6361495.

Θέµα 5

(α) Εφοσον ϑέλουµε 3 ϐήµατα έχουµε h = (3− 1)/3 = 2/3 και για f(t, y) = ty2 + 1 έχουµε

y1 = y0 + hf(t0, y0) = 2/3

y2 = y1 + hf(t1, y1) = · · · = 148/81

y3 = y2 + hf(t2, y2) = · · · = 453914/59049 ≈ 7.68707. Η µέθοδος έχει πρώτης τάξη ακρίβεια δηλ. O(h).

(ϐ) Ακριβέστερες µέθοδοι είναι, για παράδειγµα, η µέθοδος Τραπεζίου, η µέθοδος Heun και οι µέθοδοι Runge-
Kutta µε αριθµό σταδίων µεγαλύτερο ή ίσο του 2 π.χ. η κλασσική µέθοδος Runge-Kutta 4 σταδίων.
Τα ϐασικά κριτήρια είναι : (1) η τάξη ακρίβειας της µέθόδου, (2) η ευστάθεια της µεθόδου (περιοχή απόλυτης
ευστάθειας), ιδίως για άκαµπτα προβλήµατα και (3) η υπολογιστική πολυπλοκότητα (υπολογιστικός χρόνος) δηλ.
το πλήθος των πράξεων που απαιτούνται σε κάθε ϐήµα εφαρµογής µιας µεθόδου.
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