
Μ.Π.∆.: Αριθµητική Ανάλυση, Τελική Εξέταση, 07/2022, ∆ιάρκεια 2 ώρες & 30 λεπτά

Θέµα 1

(α)[4] Ποιός είναι ο (6.8125)10 στο δυαδικό σύστηµα αρίθµησης και ποιός είναι ο (10.0011)2 στο δεκαδικό ;
(ϐ)[8] Αν το σύνολο αριθµών ενός υπολογιστή ορίζεται ως M(β, t, L, U), απαντήστε τα παρακάτω:
(1) Τι συµβολίζει κάθε µία από τις παραµέτρους του M ;
(2) ∆ώστε τη γενική µορφή των αριθµών κινητής υποδιαστολής που ∈ M . Ποιά η µορφή κινητής υποδιαστολής
του (0.0040332)4.
(3)Ποιός είναι, στο δεκαδικό, ο ελάχιστος ϑετικός και ποιός ο µέγιστος ϑετικός αριθµός µηχανής ανM(2, 3,−2, 4);
(4) Ποιό είναι το µοναδιαίο σφάλµα στρογγύλευσης και ποιό το µηδέν της µηχανής αν M(10, 5,−3, 3);

Θέµα 2

΄Εστω η f(x) = x3 + 2x− 1 = 0.

(α)[6] Αποδείξτε ότι έχει µια µόνο ϱίζα, x∗, στο διάστηµα
[
0,

1

2

]
και υπολογίστε πόσα, τουλάχιστον, ϐήµατα χρειά-

Ϲεται η µέθοδος της διχοτόµησης για να τη προσεγγίσει µε ακρίβεια 10−6.
(ϐ)[8] Αποδείξτε αν η επαναληπτική διαδικασία xn+1 =

1
2(1− x

3
n) συγκλίνει ή όχι στη x∗ για x0 ∈ [0, 1/2].

(γ)[10] Εφαρµόστε µία γνωσή σας επαναληπτική µέθοδο τετραγωνικής τάξης σύγκλισης µε x0 = 1/2 για να προ-
σεγγίσετε τη x∗ µε ακρίβεια 10−6.

Θέµα 3

(α)[6+6] ΄Εστω η συνάρτηση f(x) =
√
x υπολογίστε το πολυώνυµο παρεµβολής, P (x), στα σηµεία x1 = 1, x2 =

2.25 και x3 = 4 και στη συνέχεια µε ϐάση το ϑεώρηµα σφάλµατος της πολ. παρεµβολής δώστε µια εκτίµηση του
σφάλµατος στην προσέγγιση του

√
2 από το P .

(ϐ)[8] Υπολογίστε την τετραγωνική spline S(x) =

{
ax2 + bx+ c, x ∈ [−1, 0]
dx2 + ex+ f, x ∈ [0, 1]

, που παρεµβάλεται στα σηµεία

(−1, 3), (0, 7) και (1,−5) και για την οποία S′′(−1) = 0.

(γ)[8] Για τα σηµεία του ερωτήµατος (ϐ) υπολογίστε τη ευθεία ελαχίστων τετραγώνων που τα προσεγγίζει καλύτερα.

Θέµα 4

(α)[12] Το έργο, W , που παράγεται από µία ϑερµοδυναµική διεργασία µπορεί να υπολογιστεί ώς W =

∫
pdV ,

όπου p είναι η πίεση και V ο όγκος. Χρησιµοποιώντας τον καλύτερο συνδυασµό των µεθόδων τραπεζίου, Simpson
1/3 και 3/8 υπολογίστε το έργο που παράγεται µε ϐάση τα δεδοµένα του παρακάτω πίνακα:

Πίεση p(kPa) 336 294 266 261 260 249 193 165
΄Ογκος V (m3) 0.5 2 3 4 6 8 10 11

(ϐ)[10] Προσεγγίστε το ολοκλήρωµα I =

∫ 4

0
xe2xdx µε τον τύπο του Gauss 3 σηµείων.

Θέµα 5

[20] ΄Εστω το γενικό πρόβληµα αρχικών τιµών: y′ = f(t, y), y(t0) = y0:
(i) ∆είξτε πως παράγονται η άµεση και πώς η πεπλεγµένη µέθοδος Euler για το Π.Α.Τ. µε χρήση αριθµητικών
µεθόδων.
(ii) Αν f(t, y) = αy, α < 0, y(0) = 1, αποδείξτε ποιά είναι τα όρια ευστάθειας των 2 µεθόδων.
(iii Αναφέρεται ένα πλεονέκτηµα και ένα µειονέκτηµα για την κάθε µέθοδο. Πότε και γιατί είναι προτιµότερη η
χρήση της πεπλεγµένης Euler;

(iv) Αν f(t, y) = − 1

2y
, y(1) = 2 το Π.Α.Τ έχει ακριβή λύση y(t) =

√
5− t. Αν εφαρµόστε ένα ϐήµα της πεπλεγ-

µένης µεθόδου Euler ποιά είναι η προσέγγιση που ϑα δώσει για το y(2);

ΧΡΗΣΙΜΟΠΟΙΗΣΤΕ ΤΟΥΛΑΧΙΣΤΟΝ 4 ∆ΕΚΑ∆ΙΚΑ ΣΤΟΥΣ ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΥΣ ΣΑΣ.
ΚΑΛΗ ΕΠΙΤΥΧΙΑ !
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Μ.Π.∆.: Αριθ. Ανάλυση, Τελική Εξέταση, 07/2022, Απαντήσεις Θεµάτων

Θέµα 1

(α) (6.8125)10 = (110.1101)2 και (10.0011)2 = (2.1875)10.
(ϐ) (1) Θεωρεία ϐλ. ∆ιαλέξεις 1 & 2
(2) Θεωρεία και 0.40332 · 4−2.
(3) min = 0.100·2−2 = (0.001)2 = 1·2−3 = 0.125 καιmax = 0.111·24 = (1110)2 = 1·22+1·22+1+21+0·20 = 14
(4) u = 0.5 · β1−t = 0.5 · 10−4 = 5 · 10−5 και eps = 5 · 10−5 (ϐλ. ∆ιαλ. 2, σελ. 20).

Θέµα 2

(α) ΄Εχουµε f(0) = −1 και f(1/2) = 1/8 άρα ισχύει το Θ. Bolzano και εφόσον f ′(x) = 3x2 + 2 > 0, x ∈ [0, 1/2]
η f αύξουσα, έχουµε µοναδική ϱίζα.

Για τη διχοτόµηση ισχύσει |xn−x∗| ≤
1/2− 0

2n
≤ 10−6 ⇒ 2n+1 ≤ 106 ⇒ n+1 > 6 ln(10)/ ln(2) ≈ 19.9316 ⇒

n > 20.9319, άρα τουλάχιστον 21 ϐήµατα.

(ϐ) Με ϐάση το Θ. συστολής για φ(x) = 1
2(1 − x

3) έχουµε φ′(x) = −3
2x

2 άρα η φ ϕθίνουσα στο [0, 1/2], και
φ(0) = 1/2 και φ(1/2) = 7/16 άρα φ : [0, 1/2]→ [0, 1/2] (πρώτη προϋπόθεση)

|φ′(x)| = 3

2
x2 <

3

2

(
1

2

)2

=
3

8
< 1 εφόσον φ′ αύξουσα (2η προϋπόθεση)

΄Αρα η µέθοδος συγκλίνει.

(γ) Η γνωστή µέθοδος τετραγωνικής τάξης σύγκλισης είναι η Nweton-Raphson όπου για x0 = 0.5 και f ′(x) =
3x2 + 2 δίνει

x1 = x0 −
f(x0)

f ′(x0)
= 0.5− 0.125

2.75
= 0.454545 και |x1 − x0| = 0.045455

x2 = x2 −
f(x1)

f ′(x1)
= 0.454545− 0.003005

2.619835
= 0.453398 και |x2 − x1| = 0.001147

x3 = 0.453398− 0.000002

2.61771
= 0.453398 και |x3 − x1| ≈ 0.0

Θέµα 3

(α) Εφόσον δίνονται 3 σηµεία (και µε f(1) = 1, f(2.25) = 1.5 και f(4) = 2) το P (x) ϑα είναι 2ου ϐαθµού και
µπορεί να υπολογιστεί είτε µε πολυώνυµα Lagrange είτε στη µορφή Νεύτωνα και είναι

P2(x) = 1 +
2

5
(x− 1)− 4

105
(x− 1)(x− 2.25)

Για την εκτίµηση του σφάλµατος στο x = 2 έχουµε

|P2(2)−
√
2| ≤ 1

3!
|(2− 1)(2− 2.25)(2− 4)| max

x∈[1,4]
|f ′′′

(x)| = 1

12
max
x∈[1,4]

3

8
x−5/2 =

1

12
· 3
8
= 0.03125.

(ϐ) Εφοσον S(x) =

{
ax2 + bx+ c, x ∈ [−1, 0]
dx2 + ex+ f, x ∈ [0, 1]

, η S′(x) =

{
2ax+ b x ∈ [−1, 0]
2dx+ e x ∈ [0, 1]

και έχουµε

S′′(−1) = 2a = 0 ⇒ a = 0
S(−1) = a− b+ c = 3 ⇒ −b+ c = 3
S(0) = 7 ⇒ c = f = 7 άρα b = 4
S′(0) ⇒ b = e ⇒ e = 4 και
S(1) = −5 ⇒ d+ e+ f = −5 ⇒ d = −5− 4− 7 = −16 και άρα η

S(x) =

{
4x+ 7, x ∈ [−1, 0]
−16x2 + 4x+ 7, x ∈ [0, 1]

.
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(γ) Ψαχνουµε την ϐέλτιστη ευθεία y = ax+ b όπου από τα δεδοµενα έχουµε

i xi yi x2i xiyi
1 -1 3 1 -3
2 0 7 0 0
3 1 -5 1 -5∑
= 0 5 2 -8

και έχουµε τις κανονικές εξισώσεις

{
3b+ 0a = 5

0b+ 2a = −8
άρα y = −4x+ 5/3.

Θέµα 4

(α) Το έργο υπολογίζεται ώς

W =

∫ 11

0.5
pdV =

∫ 2

0.5
pdV +

∫ 4

2
pdV +

∫ 10

4
pdV +

∫ 11

10
pdV ≈

≈ QT +QS
1/3 +Q

3/8
S +QT = 472.500 + 539.6666 + 1485.7500 + 179 = 2676.91660

(ϐ) I ≈ 4967.1066 Βλ. ∆ΙΑΛΕΞΗ 16 σελ. 7-8 (ιδιο ερώτηµα µε το παράδειγµα).

Θέµα 5

(i) Βλ. ∆ΙΑΛΕΞΗ 17 σελ.6 και σελ. 23 ή Βλ. ∆ΙΑΛΕΞΗ 18 σελ. 5. (µε χρήση µεθόδων αριθµητικής παραγώγησης
ή ολοκλήρωσης).
(ii) Βλ. ∆ΙΑΛΕΞΗ 17 σελ. 15-16 και σελ. 24.
(iii) Η άµεση µέθοδος είναι ποιο οικονοµική από άποψη υπολογιστικού κόστους (πράξεων) αλλά έχει σοβαρό
περιορισµό ευστάθεια (στην επιλογή του ϐήµατος ολοκλήρωσης). Η πεπλεγµένη είναι Α-ευσταθής αλλά χρειά-
Ϲεται (γενικά) η λύση µίας µη-γραµµικής εξίσωσης σε κάθε ϐήµα (µεγάλο υπολογιστικό κόστος). Και οι δύο
είναι χαµηλής (πρώτης) τάξης ακρίβειας. Η πεπλεγµένη είναι προτιµότερη στην προσέγγιση λύσεων άκαµπτων
διαφορικών εξισώσεων γιατί δεν έχει περιορισµό ευστάθειας.
(iii) Η µέθοδος δίνει για h = 1 (ένα ϐήµα) από yn+1 = yn + hf(tn+1yn+1):

y1 = y0 − 1 · 1

2y1
⇒ 2(y1)2 − 2y1y0 + 1 = 0 ⇒ 2(y1)2 − 4y1 + 1 = 0 ⇒ y11,2 =

4±
√
42 − 2 · 4
4

=
2±
√
2

2

όπου επιλέγουµε σαν προσέγγιση της y1 = 2+
√
2

2 = 1.7071 (ποιο κοντά στην αρχική συνθήκη y(1) = 2) και η
πραγµατική τιµή είναι y(2) =

√
5− 2 = 1.7320.
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