
Μ.Π.∆.: Αριθµητική Ανάλυση, Εµβόλιµη Εξέταση, 02/2022, ∆ιάρκεια 2 ώρες & 30 λεπτά

Θέµα 1

(α)[12] ΄Εστω f(x) = 3(x + 1)(x − 1/2)(x − 1). Αν εφαρµόσουµε τη µέθοδο της διχοτόµησης στο διάστηµα
[−2, 1.5] ποιά ϱίζα της f ϑα προσεγγίσουµε ; Ποιά ϱίζα ϑα προσεγγίσουµε αν ξεκινήσουµε από το [−1.25, 2.5];

(ϐ)[12] ΄Εστω η φ(x) =
x2 − 1

3
. ∆ιερευνήστε αν έχει µοναδικό σταθερό σηµείο στο [−1, 1] και αν ναι, ϐρείτε ποιό

είνα αυτό. ΄Εχει η φ σταθερό σηµείο σε κάποιο άλλο διάστηµα ;
(γ)[6] Η συνάρτηση g(x) = sin(x)− 1

10 ln(x) έχει µια ϱίζα στο διαστηµα [3, 4]. Εφαρµόστε 2 ϐήµατα της µεθόδου
της τέµνουσας µε x0 = 3 και x1 = 4 για την προσέγγιση της ϱιζας.

Θέµα 2

(α) ∆ίνονται τα δεδοµένα που αποτελούν µετρήσεις µίας ποσότητας y στο χρόνο t:
t 0 1 1.5 2
y 1 3 5.5 9

(i)[9] Υπολογίστε το πολυώνυµο παρεµβολής στα δεδοµένα (κάνοντας µέχρι τέλος τις πράξεις) και σχολιάστε το
αποτέλεσµά σας.
(ii)[14] Υπολογίστε το πολυώνυµο δευτέρου ϐαθµού µε τη µέθοδο ελαχίστων τετραγώνων που προσεγγίζει καλύ-
τερα τα δεδοµένα (να ϕανεί αναλυτικά η διαδικασία και το αποτέλεσµά σας).

(ϐ)[8] Βρείτε τη παράµετρο c ώστε η συνάρτηση S(x) =


4− 11

4
x+

3

4
x3, x ∈ [0, 1]

2− 1

2
(x− 1) + c(x− 1)2 − 3

4
(x− 1)3, x ∈ [1, 2]

να

είναι κυβική spline. Είναι ϕυσική κυβική spline;

Θέµα 3

(α)[12] Υπολογίστε το πλήθος των υποδιαστηµάτων που χρειάζονται για την προσέγγιση του I=
∫ 3

1
((x+ 2)4 + ex)dx

µε ακρίβεια 10−1 µε τον σύνθετο τύπο του Simpson 1/3 και για τα υποδιαστήµατα που ϐρήκατε προσεγγίστε το

ολοκλήρωµα. (∆ίνεται τύπος του σφάλµατος για το σύνθετο τύπο του Simpson 1/3 RS = −b− a
180

h4f (4)(ξ).)

(ϐ)[12] Προσεγγίστε το ολοκλήρωµα
∫ 1

0

sin(x)

x+ 2
dx χωρίζοντας το διάστηµα ολοκλήρωσης σε δύο ίσα υποδιαστή-

µατα και εφαρµόζοντας τον κανόνα ολοκλήρωσης Gauss-Legendre δύο σηµείων στο κάθε ένα.

Θέµα 4

(α)[12] Για το σύστηµα των διαφορικών εξισώσεων

{
x′ = −2tx+ 3y2

y′ = −3x2(1− y)
, µε αρχικές συνθήκες x(0) = −1 και

y(0) = 2 εφαρµόστε τη µέθοδο του Euler ϐε ϐήµα 0.1 για να υπολογίσετε προσεγγίσεις των x(0.2) και y(0.2).
Περιγραψτε πως ϑα εφαρµοζόταν η πεπλεγµένη µέθοδος του Euler για το δοσµένο πρόβληµα.

(ϐ)[8] Για τη διαφορική εξίσωση y′ =
y + t

y − t
, y(0) = 1 εφαρµόστε την Runge-Kutta µέθοδο yn+1 = yn+ 1

3(2k1+k2),

µε k1 = hf(tn, yn) και k2 = hf
(
tn + 3

2h, y
n + 3

2k1
)
για την προσέγγιση του y(0.4) όταν h = 0.2.

Στο γραπτό σας να εµφανίζεται αναλυτικά όλη η δουλειά σας.
Η ακρίβεια και πληρότητα των διατυπώσεών σας, υπολογισµών και των τελικών αποτελεσµάτων σας

είναι σηµαντική.
ΚΑΛΗ ΕΠΙΤΥΧΙΑ !
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Θέµα 1

(α) Για το πρώτο διάστηµα συγκλίνει στο x? = 1 και το δεύτερο στο x? = −1.

(ϐ) Με ϐάση το Θ. συστολής για τη δοσµένη φ(x) υπάρχει µοναδικό σταθερό σηµείο στο [−1, 1]. Από το ορισµό
του σταθερού σηµείου x? = φ(x? έχουµε (x?)2−3x?−1 = 0 και άρα x?1,2 =

3±
√
13

2 όπου το x?2 =
3−
√
13

2 ∈ [−1, 1].
Το δευτερο σταθερο σηµείο x?2 ∈ [3, 4].

(γ) ΄Εχουµε x2 = 3.0337 και x3 = 3.0301.

Θέµα 2

(α) Το πολυώνυµο παρεµβολής είναι το P (t) = 2t2 + 1. Παρόλο που περιµέναµε το πολυώνυµο παρεµβολής
να είναι 3ου ϐαθµού, τα δεδοµένα ακολουθούν (είναι τιµές) ενός πολυώνυµο 2ου ϐαθµού και η παρεµβολή το
υπολογίζει ακριβώς !
Το ϐέλτιστο πολυώνυµο της p2(t) = a0 + a1t+ a2t

2 είναι p2(t) = 2t2 + 1.

(ϐ) Με ϐάση τις συνθήκες της κυβικής spline το c = 9/4 και ναι είναι ϕυσική κυβική spline.

Θέµα 3

(α) Θέλουµε |RS | = ||
b− a
180

h4f (4)(x)||∞ = max
x∈[1,3]

|b− a
180

h4f (4)(x)| < 10−1, που δίνει n > 2.9754 ΄Αρα ϑέλουµε

n = 4 υποδιαστήµατα (ακέραιος και άρτιος αριθµός) στο [1, 3] άρα 5 σηµεία (κόµβους) για να εφαρµόσουµε τη
µέθοδο (µε h = (3− 1)/4 = 0.5).
Οι κόµβοι είναι x0 = 1, x1 = 1.5, x2 = 2, x3 = 2.5 και x4 = 3, και ο σύνθετος τύπος του Simpson 1/3 µας δίνει
I(f) ≈ 593.79.

(ϐ) I =

∫ 0.5

0

sin(x)

x+ 2
dx+

∫ 1

0.5

sin(x)

x+ 2
dx ≈ I1 + I2 = 0.052637 + 0.12198 = 0.17461.

Θέµα 4

(α) ΄Εχουµε x(0.1) = 0.2, y(0.1) = 2.3 και x(0.2) ≈ 1.7830, y(0.2) ≈ 2.3156.
Για την πεπλεγµένη ϐλ. ∆ΙΑΛΕΞΗ 17 σελ. 32-33.

(ϐ) ΄Εχουµε y(0.2) = 1.24 και y(0.4) ≈ 1.54897.
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