
Μ.Π.∆.: Αριθµητική Ανάλυση, Επαναληπτική Εξέταση, 09/2022, ∆ιάρκεια 2 ώρες & 30 λεπτά

Θέµα 1

(α)[10] Για την συνάρτηση f(x) = ex − x − 1, αποδείξτε ότι έχει µία ϱίζα πολλαπλότητας 2 και εφαρµόστε δύο
ϐήµατα µιας κατάλληλης επναληπτικής µεθόδου τετραγωνικής τάξης σύγκλισης µε αρχική τιµή x0 = 0.5.
(ϐ) [8] ΄Εστω µια µέθοδος σταθερού σηµείου xn+1 = φ(xn) µε φ(x) = x− α+ 2αe−x και α ∈ R µία παράµετρος.
Βρείτε το σταθερό σηµείο x? και προσδιορίστε για ποιές τιµές της παραµέτρου α η ακολουθεία των παραπάνω
επαναλήψεων σταθερού σηµείου µπορεί να συγκλίνει στο σταθερό σηµείο και για ποιές αποκλίνει για x0 ∈ [0, x?].
(γ) [14] Για το παρακάτω µη-γραµµικό σύστηµα δύο εξισώσεων να γίνουν 2 ϐήµατα της µεθόδου Newton-Raphson
µε αρχική τιµή [x(0), y(0)] = [0, 0], για την προσέγγιση της λύσης του,

x3 + y = 1,

y3 − x = −1.

Θέµα 2

(α) ∆ίνονται τα δεδοµένα που αποτελούν µετρήσεις µίας ποσότητας y στο χρόνο t:
ti 1 2 3 4.5 5
yi 1 1.6 2 2.4 2.5

.

(i)[9] Υπολογίστε το πολυώνυµο παρεµβολής στα δεδοµένα µε χρήση διαιρεµένων διαφορών.

(ii)[13] Θέλουµε να προσαρµόσουµε το εξής µοντέλο y =
t

at+ b
στα παραπάνω δεδοµένα. Υπολογίστε τις τιµές

των a και b µε τη µέδοδο ελαχίστων τετραγώνων.

(ϐ)[8] Υπολογίστε τα a, b, c, d και e, ώστε η S(x) =

{
s1(x) = 1 + x− ax2 + bx3, x ∈ [0, 1]

s2(x) = c+ d(x− 1) + e(x− 2)2 + (x− 2)3, x ∈ [1, 2]
να

είναι ϕυσική κυβική spline.

Θέµα 3

(α)[8] Για την προσέγγιση της δεύτερης παραγώγου µίας συνάρτησης f στο σηµείο xi χρησιµοποιούµε τον τύπο
αριθµητικής διαφόρισης (παραγώγισης): f ′′(xi) = αf(xi+1) + βf(xi) + γf(xi−1) όπου xi±1 = xi ± h, h > 0.
Υπολογίστε τα α, β και γ και δείξτε ότι ο τύπος έχει ακρίβεια O(h2).
(ϐ) [12] Ο παρακάτω πίνακας δίνει στο χρόνο, t (σε λεπτά της ώρας), την ταχύτητα, v (σε µέτρα/δευτερόλεπτο),
που έχει ένα αυτοκίνητο

t(min) 1 2 3.25 4.5 6 7 8 9 9.5 10
v(m/s) 5 6 5.5 7 8.5 8 6 7 7 5

Υπολογίστε την απόσταση που έχει διανύσει το αυτοκίνητο χρησιµοποιώντας τον καλύτερο συνδυασµό των κανό-
νων ολοκλήρωσης: Τραπεζίου, Simpson 1/3 και Simpson 3/8.
(γ) [5+5] ∆είξτε πως κατασκευάζεται ο τύπος ολοκλήρωσης Gauss-Legendre 2-σηµείων και εφαρµόστε τον για την

προσέγγιση του ολοκληρώµατος
∫ 4

0
te2tdt.

Θέµα 4

(α)[6] ∆είξτε πώς κατασκευάζεται η µέθοδος πρόβλεψης-διόρθωσης (Heun) για την προσέγγιση λύσεων προβληµά-
των αρχικών τιµών (Π.Α.Τ).

(ϐ)[12] Για το Π.Α.Τ. y′ = 3t + y, y(1) = 2 εφαρµόστε την µέθοδο Heun µε ϐήµα ολοκλήρωσης h = 0.5 για τη
προσέγγιση του y(2).

Σύνολο µονάδων διαγωνίσµατος 110 µε άριστα το 100
Χρησιµοποιήστε τουλάχιστον 4 δεκαδικά στους υπολογισµούς σας

Η ακρίβεια των διατυπώσεών σας, υπολογισµών και των αποτελεσµάτων σας είναι σηµαντική.
ΚΑΛΗ ΕΠΙΤΥΧΙΑ !
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Μ.Π.∆.: Αριθ. Ανάλυση, Επαναληπτική Εξέταση, 09/2022, (Πολύ) Σύντοµες Απαντήσεις

Θέµα 1

(α) ∆ιπλή ϱίζα, x?, δηλ. πολλαπλότηταςm = 2 έχουµε όταν f(x?) = 0 και f ′(x?) = 0. ΄Εχουµε εδώ f ′(x) = ex−1,
από f ′(x) = 0 ⇒ x? = 0 (και f(0) = 0). Η κατάλληλη µεθοδος τετραγωνικής τάξης, είναι η τροποποιηµένη
µέθόδος Newton-Raphson (όταν ξέρουµε την πολλαπλότητα m) που είναι

xn+1 = xn −m ·
f(xn)

f ′(xn)

1ο ϐήµα: x1 = x0 − 2
f(x0)

f ′(x0)
= 0.5− 2

f(0.5)

f ′(0.5)
≈ 0.0415

2ο ϐήµα: x2 = x1 − 2
f(x1)

f ′(x1)
= 0.0415− 2

f(0.0415)

f ′(0.0415)
≈ 2.87 · 10−4

(ϐ) Για το σταθερό σηµείο ισχύει x? = φ(x?)⇒ x? = x?−α+ 2αe−x
? ⇒ 1 = 2e−x

? ⇒ x? = ln 2 ≈ 0.69 και για
να δούµε που συγκλίνει η ακολουθεία ελέγχουµε πού |φ′(x)| = |1 − 2αe−x| < 1 ⇒ 0 < αe−x < 1 ⇒ 0 < α <
ex
∗ ⇒ 0 < α < 2. Συνεπώς, έχουµε πιθανή σύγκλιση για α ∈ (0, 2) και απόκλιση για α ∈ (−∞, 0)

⋃
(2,+∞).

Για α = 2 ή 0 το κριτήριο της |φ′(x)| δεν µπορεί να δώσει σίγουρη απάντηση.

(γ) ΄Εχουµε τις 2 εξισώσεις f1(x, y) = x3 + y − 1 = 0;

f2(x, y) = y3 − x+ 1 = 0.

Υπολογίζουµε τον Ιακωβιανό πίνακα και τον αντίστροφό του

J(x, y) =

[
∂f1
∂x

∂f1
∂y

∂f2
∂x

∂f2
∂y

]
=

[
3x2 1
−1 3y2

]
και J−1(x, y) =

1

9x2y2 + 1

[
3y2 −1
1 3x2

]
,

Με αρχική τιµή x(0) = [0, 0]T έχουµε

J−10 = J−1(0, 0) =

[
0 −1
1 0

]
, και F(0, 0) =

[
f1(0, 0)
f2(0, 0)

]
=

[
−1
1

]
Λύνοντας (πρώτο ϐήµα της µεθόδου)

x(1) = x(0) − J−10 · F(0, 0) =

[
0
0

]
−
[

0 −1
1 0

] [
−1
1

]
⇒ x(1) =

[
1
1

]
.

Για το δεύτερο
J−11 = J−1(1, 1) =

1

10

[
3 −1
1 3

]
, και F(1, 1) =

[
f1(1, 1)
f2(1, 1)

]
=

[
1
1

]
άρα

x(2) = x(1) − J−11 · F(1, 1) =

[
1
1

]
− 1

10

[
3 −1
1 3

] [
1
1

]
⇒ x(2) =

[
0.8
0.6

]
.

Θέµα 2
(α) (i) Το πολυώνυµο παρεµβολής εδώ ϑα είναι το πολύ 4ου ϐαθµού (p4 ∈ P4) και στη µορφή Newton
p3(x) = a0 + a1(t− t0) + a2(t− t0)(t− t1) + a3(t− x0)(t− t1)(t− t2) + +a4(t− x0)(t− t1)(t− t2)(t− t3). Ο
πίνακας διαφορών είναι :

xi yi = ∆(0) ∆(1) ∆(2) ∆(3) ∆(4)

1 1↘
0.6↘

2 1.6↗ −0.1↘
0.4↗ 0.013333↘

3 2 −0.05333↗ −0.0016666
0.2666 0.006666↗

4.5 2.4 −0.03333
0.2

5 2.5

΄Αρα a0 = 1, a1 = 0.6, a2 = −0.1, a3 = 0.01333 και a4 = −0.001666.
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(ii) Αρχικά γραµµικοποιούµε το δοθέν µοντέλο ώς :
1

y
= a+ b

1

t
→ ỹ = a+ bt̃ και κατασκευάζουµε τον πίνακα

i t̃ = 1/t ỹ = 1/y t̃2 t̃ỹ

1 1 1 1 1
2 1/2 1/1.6 0.25 0.3125
3 1/3 1/2 0.1111 0.1666
4 1/4.5 1/2.4 0.0493 0.0926
5 1/5 1/2.5 0.04 0.0800∑

= 2.2555 2.9416 1.4505 1.6517

Το σύστηµα των κανονικών εξισώσεων δίνει[
1.4505 2.2555
2.2555 5

] [
b
a

]
=

[
1.6517
2.9416

]
µε λύση b ≈ 0.7766 και a ≈ 0.2329.

(γ) Υπολογίζοντας τις πρώτες και δεύτερες παραγώγους των s1 και s2 έχουµε:
s
′′
1(0) = 0 ⇒ a = 0 και s

′′
1(2) = 0 ⇒ e = 0 (από συνοριακές συνθήκες ϕυσικής spline)

Η συνέχεια της S(x) στο x = 1 δίνει 2 + b = c− 1.
Η συνέχεια της S′(x) στο x = 1 δίνει 1 + 3b = d+ 3.
Η συνέχεια της S

′′
(x) στο x = 1 δίνει 6b = −6. Συνεπώς, b = −1, c = 2 και d = −5.

Θέµα 3

(α) Βλ. ∆ΙΑΛΕΞΗ 13, σελ. 3 και 5. ΄Εχουµε α = 1/h2, β = −2/h2 και γ = 1/h2.

(α) Στην ουσία ϑέλουµε να προσεγγίσουµε το
∫ 10

1
udt =(απόσταση) και εφαρµόζουµε τους 3 τύπους ϐλέποντας

ποιοί από τους κόµβους που έχουµε µπορούν να οµαδοποιηθούν άρα, από t = 1 µεχρι t = 2 µε h = 1 Τραπεζιο,
απο t = 2 µεχρι t = 4.5 µε h = 1.25 Simpson 1/3, απο t = 4.5 µεχρι t = 6 µε h = 1.5 Τραπεζιο, απο t = 6 µεχρι
t = 9 µε h = 1 Simpson 3/8 και απο t = 9 µεχρι t = 10 µε h = 0.5 Simpson 1/3. ∆ηλ.∫ 10

1
udt =

∫ 2

1
udt+

∫ 4.5

2
udt+

∫ 6

4.5
udt+

∫ 9

6
udt+

∫ 10

9
udt

Προσοχή: πριν εφαρµόσουµε τους τύπους πρεπει η µονάδα µέτρησης του χρόνου να είναι ίδια γιατι ο χρόνος
δίνεται σε λεπτά της ώρας και η ταχύτητα σε µέτρα/δευτερόλεπτο. Συνεπώς, πρέπει να µετατρέψουµε είτε την
ταχύτητα είτε το χρόνο πολλαπλασιάζοντας µε το 60. Αρα,∫ 2

1
udt ≈ 1 · 60

2
[5 + 6] = 330m

∫ 4.5

2
udt ≈ 1.25 · 60

3
[6 + 4 · 5.5 + 7] = 875m∫ 6

4.5
udt ≈ 1.5 · 60

2
[7 + 8.5] = 697.50m∫ 9

6
udt ≈ 3 · 1 · 60

8
[8.5 + 3 · 8 + 3 · 6 + 7] = 1293.750m∫ 10

9
udt ≈ 0.5 · 60

3
[7 + 4 · 7 + 5] = 400m

΄Αρα συνολικά
∫ 10

1
udt ≈ 3596.26m = 3.5962km.
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(ϐ) Βλέπε ∆ΙΑΛΕΞΗ 16 σελ. 5 και σελ. 7. (ίδιο παράδειγµα).

Θέµα 4

(α) Βλ. ∆ΙΑΛΕΞΗ 18, σελ. 5-6

(ϐ) Με f(t, y) = 3t+ y έχουµε:

Βήµα 1:

t1 = t0 + h = 1 + 1/2 = 3/2

ỹ1 = y0 + hf(t0, y0) = 2 + hf(1, 2) = 2 + 1
25 = 4.5 (προβλεψη)

y1 = y0 + h
2 (f(t0, y0) + f(t1, ỹ1)) = 2 + h

2 (f(1, 2) + f(3/2, 4.5)) = 2 + 1
4(5 + 9) = 5.5

Βήµα 2:

t2 = t2 + h = 3/2 + 1/2 = 2

ỹ2 = y1 + hf(t1, y1) = 5.5 + hf(3/2, 5.5) = 5.5 + 3
210 = 10.5 (προβλεψη)

y2 = y1 + h
2 (f(t0, y0) + f(t1, ỹ2)) = 5.5 + h

2 (f(3/2, 5.5) + f(2, 10.5)) = 5.5 + 1
4(10 + 16.5) = 12.125 ≈ y(2).
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