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Οδηγίες

• Συµπληρώσατε, αµέσως, τα στοιχεία σας στον παραπάνω χώρο.

• Επιτρέπεται µόνο η χρήση υπολογιστή τσέπης.

Παραβίαση του κανόνα αυτού συνεπάγεται σοβαρές συνέπειες πέρα από το µηδενισµό στο µάθηµα.

• Σε όλα τα προβλήµατα πρέπει να ϕαίνεται καθαρά όλη η δουλειά σας. Η ακρίβεια των αποτελεσµάτων σας

είναι σηµαντική.

Σωστές απαντήσεις που δεν δικαιολογούνται από την δουλειά σας δεν ϑα ϐαθµολογηθούν.

• ∆εν εγκαταλείπετε την ϑέση σας για κανένα λόγο χωρίς να επικοινωνήσετε πρώτα µε επιτηρητή

της εξέτασης.

• Ο χρόνος του διαγωνίσµατος είναι 2 ώρες.

• Αποχώρηση από την εξέταση επιτρέπεται µετά από 30 λεπτά.

Χρησιµοποιήστε τουλάχιστον 4 δεκαδικά ψηφεία στους υπολογισµού σας.

Σε όλες τις περιπτώσεις παραδίδετε το ϕυλλάδιο εξέτασης µε συµπληρωµένα στοιχεία.

ΚΑΛΗ ΕΠΙΤΥΧΙΑ !



Θέµα 1

(α)[10] Για την προσέγγιση της ϱίζας x? = 2 της f(x) = (x + 1)(x− 2)3 εφαρµόστε µε αρχική τιµή x0 = 3, τρία
ϐήµατα µίας επαναληπτικής µεθόδου τετραγωνικής τάξης σύγκλισης.

(ϐ)[8] Για την προσέγγιση µίας ϱίζας της f(x) = 3x2 − ex στο διάστηµα [3, 4] ϑέλουµε να χρησιµοποιούµε την
επαναληπτική διαδικασία xn+1 = ln(3x2n). Αιτιολογήστε πλήρως αν η διαδικασία ϑα συγκλίνει ή όχι αν δώσουµε
x0 ∈ [3, 4].

(ϐ)[12] Εφαρµόστε 2 ϐήµατα της µεθόδου Newton-Raphson µε αρχική τιµή x(0) = [x
(0)
1 , x

(0)
2 ]T = [1, 1]T για την

προσέγγιση της λύσης του παρακάτω µη-γραµµικού συστήµατος εξισώσεων:
2x21 + x22 = 8

x21 − x22 + x1x2 = 4

Θέµα 2

(α)[10] Με χρήση διαιρεµένων διαφορών δείξτε ότι το πολυώνυµο παρεµβολής στα παρακάτω δεδοµένα είναι 3ου
ϐαθµού

xi −2 −1 0 1 2 3
yi 1 4 11 16 13 −4

(ϐ)[7] ∆ίνεται η παρακάτω ϕυσική κυβική spline S(x) στο διάστηµα [1, 3], που παρεµβάλει στα δεδοµένα
(1, 1), (2, 1) και (3, 0). Υπολογίστε τα α, β, γ και δ.

S(x) =

{
s0(x) = 1 + α(x− 1)− β(x− 1)3, x ∈ [1, 2]

s1(x) = 1 + γ(x− 2)− 3
4(x− 2)2 + δ(x− 2)3, x ∈ [2, 3]

(γ)[14] Στα παρακάτω δεδοµένα και µε τη µέθοδο ελαχίστων τετραγώνων, χωρίς γραµµικοποίηση, προσαρµόστε
τη καµπύλη y = α/x+ β

√
x.

x 0.1 0.2 0.4 0.5 1 2
y 21 11 7 6 5 6

Θέµα 3

(α)[12] Το µήκος µιας καµπύλης που περιγράφεται από µία συνάρτηση f(x) στο διάστηµα [a, b] ορίζεται ώς

M =

∫ b

a

√
1 + [f ′(x)]2dx.

΄Εχοντας τις εξής µετρήσεις για την f(x): x 0 2 4 6 8
f(x) 6.2 5.5 4.3 5.6 6.9

χρησιµοποιείστε κατάλληλο σύν-

ϑετο κανόνα ολοκλήρωσης και κατάλληλους τύπους παραγώγισης (επρός, πίσω και κεντρικών διαφορών τάξης
O(h) και O(h2)) για τον καλύτερο υπολογισµό του µήκουςM.

(ϐ)[8] Υπολογίστε την προσεγγίση του ολοκληρώµατος
∫ 0.5

0

sinx

2 + x
dx εφαρµόζοντας τον κανόνα ολοκλήρωσης

Gauss-Legendre 2 σηµείων.

Θέµα 4

(α)[8] Εξηγείστε αναλυτικά πως κατασκευάζονται οι µέθοδοι Euler (άµεση και πεπλεγµένη) για την προσέγγιση
λύσεων προβληµάτων αρχικών τιµών µε χρήση κανόνων αριθµητικής παραγώγισης/ολοκλήρωσης.
(ϐ)[12] Για το Π.Α.Τ. y′ = t− y2, y(0) = 1

2 , εφαρµόστε µε ϐήµα ολοκλήρωσης h = 0.5 τις µέθοδους Euler (άµεση

και πεπλεγµένη) για να προσεγγίσετε τιµή του y(1) γνωρίζοντας ότι y(t) > 0. Ποιά από τις δύο προσεγγίσεις ϑα
εµπιστευόσασταν ότι είναι ποιό κοντά στη πραγµατική λύση και γιατί ;



Λύσεις Θεµάτων

Θέµα 1

(α) Βλέπουµε ότι η ϱίζα 2 έχει πολλαπλότητα 3 άρα µπορούµε να εφαρµόσουµε την τροποποιηµένη µέθοδο
Newton-Raphson (που συγκλίνει τετραγωνικά)

xn+1 = xn − 3
f(xn)

f ′(xn)
= xn − 3

(xn − 2)(xn + 1)

4xn + 1
όπου για x0 = 3 δινει

x1 = 2.0769, x2 = 2.0006, x3 = 2

(ϐ) Η συνάρτηση επανάληψης είναι φ(x) = ln(3x2) και έχει φ′(x) = 2/x και φ′′(x) = −2/x2 6= 0.
΄Εχουµε |φ′(3)| = 0.066667 και |φ′(4)| = 0.5, άρα maxx∈[3,4] |φ′(x)| < 1.
Επίσης, φ(3) = 3.2958 και φ(4) = 3.8712 (µε φ(x) αύξουσα). ΄Αρα η φ(x) ∈ [3, 4] και συνεπώς ικανοποιούνται οι
προυποθέσεις του Θ. συστολής, άρα συγκλίνει.

(γ) Υπολογίζοντας τον Ιακωβιανό πίνακα J(x1, x2) =

[
4x1 2x2

2x1 + x2 x1 − 2x2

]
έχουµε

x(1) = x(0) − J−1(x
(0)
1 , x

(0)
2 )

[
f1(x

(0)
1 , x

(0)
2 )

f2(x
(0)
1 , x

(0)
2 )

]
=

[
1
1

]
−
[

1/10 2/10
3/10 −4/10

] [
−5
−3

]
=

[
2.1
1.3

]
και

x(2) = x(1) − J−1(x
(1)
1 , x

(1)
2 )

[
f1(x

(1)
1 , x

(1)
2 )

f2(x
(1)
1 , x

(1)
2 )

]
=

[
2.1
1.3

]
−
[

0.027 0.1405
0.2973 −0.4541

] [
2.51
1.45

]
=

[
1.8284
1.2122

]
Θέµα 2

(α) Παίρνουµε τον παρακάτω πίνακα ∆.∆.

xi yi ∆1 ∆2 ∆3 ∆4 ∆5

−2 1
3

−1 4 2
7 −1

0 11 −1 0
5 −1 0

1 16 −4 0
−3 −1

2 13 −7
−17

3 −4

΄Αρα το πολυώνυµο παρεµβολής είναι P (x) = 1 + 3(x+ 1) + 2(x+ 1)(x+ 2)− 1(x+ 1)(x+ 2)x.

(ϐ) ΄Εχουµε
s′0(x) = α− 3β(x− 1)2, s′′0(x) = −6β(x− 1)

s′1(x) = γ − 3/2(x− 2) + 3δ(x− 2)2, s′′1(x) = −3/2 + 6δ(x− 2)

Επίσης από τα σηµεία παρεµβολής έχουµε s0(1) = 1, s0(2) = s1(2) = 1, s1(3) = 0 άρα

1 + α− β = 1 ⇒ α = β,

1 + γ − 3/4 + δ = 0 ⇒ γ + δ = −1/4



Από s′0(2) = s′1(2) ⇒ α − 3β = γ και από s′′0(2) = s′′1(2) ⇒ −6α = −3/2 άρα α = 1/4 = β. Εφόσον
s′′1(3) = 0 ⇒ δ = 1/4 και άρα γ = −1/2. (Η συνοριακή συνθήκη s′′0(1) = 0 ικανοποιείται αυτόµατα).

(γ) Παραγωγιζοτας ως προς α και β τη
6∑

i=1

[yi − α/xi − β
√
xi]

2 παίρνουµε τις κανονικές εξισώσεις

6∑
i=1

yi
xi

= α
6∑

i=1

1

x2i
+ β

6∑
i=1

1
√
xi

6∑
i=1

yi
√
xi = α

6∑
i=1

1
√
xi

+ β
6∑

i=1

xi

και από τη λύση του συστήµατος α = 1.9733 και β = 3.2818.

Θέµα 3

(α) Ο κανόνας ολοκλήρωσης που πρέπει να εφαρµοστεί είναι ο σύνθετος Simpson 1/3 µε h = 2 και για να εφαρ-
µοστεί πρέπει να προσεγγιστούν οι παράγωγοι στα σηµεία που δίνονται µε κανόνες αριθµητικής παραγώγισης.

Εφαρµόζουµε, στο x = 0 εµπρός τύπο διαφορών O(h) άρα f ′(0) =
5.5− 6.2

2
= −0.35,

στο x = 2 κεντρικό τύπο O(h2) άρα f ′(2) =
4.3− 6.2

2 · 2
= −0.475,

στο x = 4 κεντρικό τύπο O(h2) άρα f ′(4) =
5.6− 5.5

2 · 2
= 0.025,

στο x = 6 κεντρικό τύπο O(h2) άρα f ′(6) =
6.9− 4.3

2 · 2
= 0.650 και

στο x = 8 προς τα πίσω τύπο O(h) άρα f ′(8) =
6.9− 5.6

2
= 0.650 . Συνεπώς έχουµε

x 0 2 4 6 8
f(x) 6.2 5.5 4.3 5.6 6.9
f ′(x) -0.35 -0.474 0.025 0.650 0.650

[f ′(x)]2 0.1225 0.2246 6.25·10−4 0.4225 0.4225√
1 + [f ′(x)]2 1.0595 1.1066 1.0003 1.1927 1.1927

Και µε το σύνθετο τύπο του Simplso 1/3 παίρνουµεM = 4.2159 + 4.6425 = 8.8584.

(ϐ) Κανοντας πρώτα αλλαγή µεταβλητής x =
t+ 1

4
, dx =

dt

4
έχουµε

∫ 0.5

0

sinx

2 + x
dx =

∫ 1

−1

sin( t+1
4 )

2 + t+1
4

dt

4
=

∫ 1

−1

sin( t+1
4 )

t+ 9
dt =

∫ 1

−1
g(t)dt = g(−1/

√
3) + g(1/

√
3) = 0.052637.

Θέµα 4

(α) Θεωρεία.

(ϐ) ΄Αµεση Euler:
y1 = y0 + hf(t0, y0) = 0.5 + 0.5(−0.25) = 0.375

y2 = y1 + hf(t1, y1) = 0.375 + 0.5(0.359375) = 0.5546875 ≈ y(1)

Πεπλεγµένη Euler:

y1 = y0 + hf(t1, y1) = 0.5 + 0.5[0.5− (y1)2] ⇒ −0.5(y1)2 − y1 + 0.75 = 0

λύνοντας το τριώνυµο ώς προς y1 και επιλέγοντας τη ϑετική ϱίζα, εφόσον δίνεται ότι y(t) > 0, y1 ≈ 0.5811

y2 = y1 + hf(t2, y2) = 0.5811 + 0.5[1− (y2)2] ⇒ −0.5(y2)2 − y2 + 1.081 = 0

λύνοντας πάλι το τριώνυµο ώς προς y2 και επιλέγοντας τη ϑετική ϱίζα y2 ≈ 0.778

∆εν ϑα εµπιστευόµασταν καµία από τις δύο γιατι είναι και οι δύο χαµηλής (πρώτης ταξής) ακρίβειας O(h).


