
Μ.Π.∆.: Αριθµητική Ανάλυση, Επαναληπτική Εξέταση, 09/2023, ∆ιάρκεια 2 ώρες & 50 λεπτά

Θέµα 1

(α)[8] ΄Εστω υποθετικός υπολογιστής εφοδιασµένος µε το σύνολο αριθµών µηχανήςM(β, t, L, U) ≡M(2, 4,−3, 3).
Στο διάστηµα (0, 0.1] των πραγµατικών δεκαδικών αριθµών, πόσοι αριθµοί του συνόλου M υπάρχουν µέσα σε
αυτό (δηλ. ποιοί πραγµατικοί παριστάνονται ακριβώς από το M στο (0, 0.1]);
(ϐ)[10] Σε έναν υπολογιστή µε σύνολο αριθµών µηχανής κινητής υποδιαστολής M(10, 3,−10, 10) όπου εφαρµό-

Ϲεται στρογγύλευση και αποκοπή, υπολογίστε το άθροισµα S5 =
5∑

k=1

1

k3
, µε (i) προσθέτοντας τους όρους του

αθροίσµατος σε αύξουσα σειρά και (ii) προσθέτοντάς τους σε ϕθίνουσα σειρά. Ποιός τρόπος δίνει το µικρότερο
σχετικό σφάλµα σε σχέση µε την πραγµατική τιµή του αθροίσµατος και γιατί ;

Θέµα 2

Θεωρήστε την εξίσωση f(x) := x− e lnx− 1.
(α)[6] ∆είξτε ότι η f(x) = 0 έχει 2 πραγµατικές ϑετικές ϱίζες, προσδιορίζοντας ακριβώς τη µία και δείχνοντας ότι η
άλλη είναι στο διάστηµα (5, 6), κάνοντας και, πρόχειρα, τη γραφική της παράσταση.
(ϐ)[8] Γράφουµε την εξίσωση στη µορφή x = φ(x) = e lnx + 1. ∆είξτε ότι για κάθε x0 ∈ [5, 6], η ακολουθία
xn, n ≥ 0 που παράγει η επαναληπτική µέθοδος xn+1 = φ(xn) συγκλίνει στη ϱίζα της f(x) στο διάστηµα (5, 6).
(γ)[9] Με x0 = 4, υπολογίστε τον όρο x2 της ακολουθίας που δίνει η µέθοδος Newton-Raphson για την f(x).
∆είξτε ότι η µέθοδος συγκλίνει στη ϱίζα της f(x) στο διάστηµα (5, 6). (∆ικαιολογήστε την απάντησή σας µε ϐάση
τη γεωµετρική ερµηνεία της µεθόδου και τις ιδιότητες της f ).

Θέµα 3

(α)[12] Ο παρακάτω πίνακας δίνει τη µηνιαία δαπάνη f(x) (σε ευρώ) για καύσιµα σε σχέση µε το ετήσιο οι-
κογενειακό εισόδηµα x (σε χιλιάδες ευρώ). Να προσδιοριστεί η δαπάνη f(50) µε τη ϐοήθεια του πολυωνύµου
παρεµβολής (i) Lagrange και (ii) Newton µε χρήση διαιρεµένων διαφορών. Ποιά από τις 2 προσεγγίσεις δίνει
καλύτερα αποτελέσµατα και γιατί ;

x 20 40 60
f(x) 55 155 320

(ϐ)[12] Τα παρακάτω δεδοµένα αφορούν το δείκτη ατµοσφαιρικής ϱύπανης, x, (σε κλίµακα από 1-10) και τις
αντίστοιχες εισαγωγές σε νοσοκοµεία, y, κατά τη διάρκεια ηµερών µε καύσωνα

x 2 4 5.5 7.7
y 11 21 36 65

Να ϐρεθεί (προσεγγιστικά) ο αριθµός των εισαγωγών σε ηµέρα που ο δείκτης ϱύπανσης είναι 6.5 µε χρήση του
µοντέλου y(x) = AxB.

Θέµα 4

(α)[6] Υπολογίστε τα ϐάρη του κανόνα αριθµητικής παραγώγισης f ′(a) = w1f(−a) + w2f(0) + w3f(a).

(ϐ)[5+4+5] Για την προσέγγιση του ολοκληρώµατος I(f) =

∫ 4

1

3

x4
dx εφαρµόστε : (i) το σύνθετο τύπο του Simp-

son 1/3 για 4 υποδιαστήµατα, (ii) τον απλό τύπο Simpson 3/8 και (iii) τον τύπο Gauss-Legendre 2-σηµείων.
Ποιό αποτέλεσµα ϑα εµπιστευόσασταν περισσότερο σε σχέση µε την ακριβή τιµή του ολοκληρώµατος ;

Θέµα 5

(α)[8] Υπολογίστε τις περιοχές απόλυτης ευστάθειας της µεθόδου Euler καθώς και της πεπλεγµένης µεθόδου
Euler για προβλήµατα αρχικών τιµών (Π.Α.Τ.).
(ϐ)[6+3] ΄Εστω το Π.Α.Τ. y′ − y

t
= 2t, y(1) = 2, για την y(t). Προσεγγίστε τη λύση y(t) για t ∈ [1, 2] εφαρ-

µόζοντας 2 ϐήµατα της µεθόδου Euler για τον υπολογισµό του y(2). Αν η γενική λύση της διαφορικής είναι

y(t) =
2t+ C

t
,C ∈ R, να ϐρεθεί το απόλυτο σφάλµα που κάνουµε προσεγγίζοντας τη y(2) µε τη µέθοδο Euler.

Χρησιµοποιήστε τουλάχιστον 4 δεκαδικά στους υπολογισµούς σας (όπου δεν απαιτούνται παραπάνω).
Η ακρίβεια των διατυπώσεών σας, υπολογισµών και τελικών αποτελεσµάτων σας είναι σηµαντική.

ΚΑΛΗ ΕΠΙΤΥΧΙΑ !
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Μ.Π.∆.: Αριθµ. Ανάλυση, Επαναληπτική Εξέταση, 06/2023, Απαντήσεις Θεµάτων

Θέµα 1

(α) Θέλουµε όλους τους αριθµούς του συνόλου M της µορφής (x)2 = 0.1d2d3d4 · 2e, −3 ≤ e ≤ 3 που δίνουν
0 < x ≤ (0.1)10. ΄Οµως, για −2 ≤ e ≤ 3 όλοι οι αριθµοί είναι ≥ (0.1000 · 2−2)2 = (2−3)10 = (0.125)10. Συνεπώς,
οι δυνατοί συνδυασµοί ψηφίων και δυνάµεων των αριθµών του συνόλου M που ανήκουν στο (0, 1] είναι

0.1000 · 2−3 = 0.06250

0.1001 · 2−3 = 0.073125

0.1010 · 2−3 = 0.078125

0.1100 · 2−3 = 0.93750

0.1011 · 2−3 = 0.0859375

((((((((((((
0.1110 · 2−3 = 0.109375

((((((((((((

0.1101 · 2−3 = 0.1015625

((((((((((((

0.1111 · 2−3 = 0.1171875

(ϐ) Αθροίζοντας τους όρους µε αύξουσα σειρά και χρήση αριθµ. κινητής υποδιαστολής µε στρογγυλευση και
αποκοπή έχουµε:

fl(1 + 0.125) = fl(0.1125 · 101) = 1.130

fl(1.130 + 0.0370) = fl(0.1167 · 101) = 1.170

fl(1.170 + fl(0.015625)) = fl(1.70 + 0.156 · 10−1) = fl(1.1856) = 1.19

fl(1.19 + 0.008) = 1.200

Αθροίζοντας τους όρους µε ϕθίνουσα σειρά και χρήση αριθµ. κινητής υποδιαστολής έχουµε:

fl(0.008 + 0.0156) = 0.0236

fl(0.0236 + 0.0370) = 0.0606

fl(0.0606 + 0.125) = fl(0.1856) = 0.186

fl(1 + 0.186) = fl(0.1186 · 101) = 1.190.

Η πραγµατική τιµή του αθροίσµατος είναι S5 ≈ 1.185662037 και στο πρώτο άθροισµα το σχετικό σφάλµα είναι∣∣∣1.20− S5
S5

∣∣∣ ≈ 0.012 ενώ στο δεύτερο
∣∣∣1.19− S5

S5

∣∣∣ ≈ 0.0037, δηλ. περιπου το 1/3 του προηγούµενου.

Η συσσώρευση σφαλµάτων στρογγύλευσης στην πρώτη περίπτωση λόγω ακύρωσης ψηφίων όταν προστεθούν µι-
κρότεροι αριθµοί σε µεγαλύτερους είναι σηµαντική. (ϐλ. και ∆ΙΑΛΕΞΗ 3 σελ. 9-11).

Θέµα 2

(α) Η µελέτη της συνάρτησης (µονοτονία, κυρτότητα, ακρότατα κτλ) f δίνει το γράφηµα της, π.χ. στο (0, 7]. Η
f ′(x) = 1 − e/x, άρα η f έχει σηµείο καµπής στο x = e και είναι αύξουσα στο (e,∞) και ϕθίνουσα αλλιώς,
επίσης f ′′(x) = e/x2 > 0 ∀x. Η προφανής ϱίζα είναι η ρ1 = 1 και εφόσον f(5) · f(6) < 0 υπάρχει µία ακόµη
(µοναδική) στο (5, 6).
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(ϐ) Εφόσον φ(x) = e lnx + 1 κοιτάµε καταρχάς αν είναι συστολή, δηλ. |φ′(x)| < 1 ή αν max |φ′(x)| < 1 για
x ∈ [5, 6] και έχουµε ότι

|φ′(x)| = e/x < 1 ∀x ∈ [5, 6]

Πρεπει επιπλεον φ([5, 6]) ⊂ [5, 6] (δεύτερη προυπόθεση του Θεωρ. Συστολής) και έχουµε φ(5) = 1.5921 και
φ(6) = 1.6592, άρα ισχύει, εφόσον φ(x) αύξουσα (φ′(x) > 0∀x ∈ [5, 6]).

(γ) Η µέθοδος Newton-Raphson δίνει για x0 = 4

xn+1 = xn −
f(xn)

f ′(xn)
⇒ x1 = x0 −

f(x0)

f ′(x0)
≈ 6.3978 ⇒ · · · ⇒ x2 ≈ 5.7843

η οποία συγκλίνει στη ϱίζα ρ2 ∈ (5, 6), όπως ϕαίνεται γεωµετρικά από τα 2 ϐήµατα της µεθόδου, ϕέρνοντας τις
αντίστοιχες εφαπτόµενες (και εφόσον η f αύξουσα για x > e και f ′′ > 0)

Θέµα 3

(α) Στη µορφή Lagrange έχουµε για x0 = 20, x1 = 40 και x2 = 60, p2(x) = L0f(x0) + L1f(x1) + L2f(x2) όπου
L0(x) = (x−x1)(x−x2)

(x0−x1)(x0−x2)
= (x−40)(x−60)

(20−40)(20−60) = (x−40)(x−60)
800

L1(x) = (x−x0)(x−x2)
(x1−x0)(x1−x2)

= (x−20)(x−60)
(40−20)(40−60) = (x−20)(x−60)

−400

L2(x) = (x−x0)(x−x1)
(x2−x0)(x2−x1)

= (x−20)(x−40)
(60−20)(60−40) = (x−20)(x−40)

800 .

΄Αρα για f(50) ≈ p2(50) ≈ 230

Στη µορφή Newton
xi f(xi) = ∆(0) ∆(1) ∆(2)

20 55↘
5↘

40 155↗ 0.08125
8.25↗

60 320

΄Αρα p2(x) = 55 + 5(x− 20) + 0.08125(x− 20)(x− 40) και για x = 50 έχουµε f(50) ≈ p2(50) ≈ 230 ευρώ.
Τα 2 πολυώνυµα συµπίπτουν (µοναδικότητα) άρα ϑα δωσουν ακριβώς ίδιο αποτέλεσµα.

(ϐ) Με τη µέθοδο ελαχίστων τετραγώνων γραµµικοποιούµε

ln y = lnA+B lnx ⇒ ỹ = a+ bx̃, a = lnA, b = B

Κατασκευάζουµε τον πίνακα

i xi yi x̃i ỹi x̃2i x̃iỹi
1 2 11 0.6931 2.3979 0.4805
2 4 21 1.3863 30445 1.9218
3 5.5 36 1.7046 3.5835 2.9062
4 7.7 65 2.0412 4.1744 4.1666∑

= 5.8254 13.2003 9.4750 20.5124
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Λύνοντας τις κανονικές εξισώσεις έχουµε[
4 5.8254

5.8254 9.4750

] [
a
b

]
=

[
13.2003
20.5124

]
a ≈ 1.4074 ⇒ A = e1.4074 ≈ 4.0853 και b = B ≈ 1.2996. Συνεπώς για δέικτη ϱύπανσης x = 6.5 έχουµε
y = 4.0853 · 6.51.2996 = 46.5250 δηλ. αναµένονται περίπου 46 εισαγωγές.

Θέµα 4

(α) Εφαρµόζουµε τη µέθοδο απροσδιόριστων συντελεστών (για κανόνες παραγώγισης ϐλ. ∆ΙΑΛΕΞΗ 13 σελ. 14 )
για f(x) = 1, x και x2 και έχουµε
Αν f(x) = 1 τότε f ′(a) = 0 = w1 + w2 + w3 (1)
Αν f(x) = x τότε f ′(a) = 1 = −aw1 + 0 · w2 + aw3 = −aw1 + aw3 (2)
Αν f(x) = x2 τότε f ′(a) = 2a = (−a)2w1 + 0 · w2 + a2w3 = a2w1 + a2w2 (3)

Πολλαπλασιάζουµε την (2) µε a και έχουµε a = −a2w1 + a2w3 (4). Από (3) + (4) έχουµε
3a = 2a2w3 ⇒ w3 = 3/(2a) και από (2) έχουµε w1 = 3/(2a2)− 1/a και από (1) παίρνουµε w2 = −w1 − w3 =
−3/(2a)− 3/(2a2) + 1/a = −1/(2a)− 3/(2a2).

(ϐ) Ο συνθετος τύπος Simpson 1/3 εφαρµόζεται σε 5 σηµεία (1, 7/4, 5/2, 13/4, 4), µε h = (4 − 1)/4 = 3/4 άρα
δίνει QS

5 = 1.380.

Ο απλός τύπος Simpson 3/8 εφαρµόζεται σε 4 σηµεία µε h = (4− 1)/3 = 1 άρα δίνει QS
3/8 = 1.3819.

Ο τύπος Gauss-Legendre 2-σηµείων µε αλλαγή µεταβλητής x = 4−1
2 t+ 4+1

2 = 1.5t+ 2.5 δίνει

I(f) =

∫ 1

−1
f(1.5t+ 2.5)2dt = 2

∫ 1

−1

3

(1.5t+ 2.5)4
dt = 2

∫ 1

−1
g(t)dt ≈ 2(g(−1/

√
3) + g(1/

√
3) = · · · = 0.6663.

Η ακριβής τιµή I(f) = − 1
x3 |51 = 0.992, συνεπώς, σε τιµές απόλυτου σφάλµατος, ο συνθετος τύπος Gauss είναι

λίγο ποιο ακριβής.

Θέµα 5

(α) Θεωρεία (ϐλ. ∆ΙΑΛΕΞΗ σελ. 15-16 και σελ. 24).

(ϐ) Εφοσον ϑέλουµε 2 ϐήµατα της µεθόδου για το y(2) έχουµε, h = (2 − 1)/2 = 0.5 και για f(t, y) = y/t + 2t
έχουµε

y1 = y0 + hf(t0, y0) = 2 + 0.5(2/1 + 2 · 1) = 2 + 2 = 4

y2 = y1 + hf(t1, y1) = · · · ≈ 6.8333

Εφόσον δίνεται η αναλυτική γενική λύση y(t) =
2t+ C

t
,C ∈ R, πρέπει να υηπολογίσουµε το C από την

αρχικλή συνθηκη y(1) = 2 και έχουµε y(1) = 2 =
2 · 2 + C

1
, αρα C = −2 και y(t) =

2t− 2

t
, συνεπώς η ακριβής

τιµη στο t = 2 είναι y(2) = (4− 2)/2 = 1. Το σφάλµα είναι |y2 − y(2)| = |1− 6.8333| = 5.8333.
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