
2/21/2023

1

Στοιχεία Μηχανών

Διάλεξη 1
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1. Επισκόπηση μαθήματος

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 1 3

Μηχανή

• Σύνολο εξαρτημάτων (parts & components) και υπο-
συνόλων (sub-systems) που εξυπηρετούν ένα σκοπό προς 
των εκπλήρωση έργου: μεταφορά ισχύος ή κίνησης.

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 1 4

Powertrain οχήματος

engine drivetrain

Διαφορικό

Ημιαξόνια

Στροφαλοφορος

Βαλβιδες

Εξάτμιση

Τροχοί

Κιβώτιο

Αεραγωγός
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Τι είναι τα Στοιχεία Μηχανών?

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 1 5

Πόσα αυτοτελή κομμάτια υπάρχουν σε ένα αυτοκίνητο?

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 1 6

Τι θα δούμε αυτό το εξάμηνο στα Στοιχεία?
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Υλικά – Εντατική Κατάσταση

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 1 7

Κάμψη
Στρέψη
Συνδυαστική 
φόρτιση

Κύριες 
τάσεις 
(Κύκλος 
Mohr)

Αντοχή

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 1 8

Στατική
Δυναμική
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Άξονες, Άτρακτοι

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 1 9

Έδρανα

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 1 10

SKF, Rolling bearing, Oct 2018
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Κοχλίες - Συνδέσεις

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 1 11

Μόνιμη Σύνδεση - Συγκόλληση

Συνήθη στοιχεία

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 1 12

Σφήνα (key)

Ελατήριο
(diaphragm 
spring)

ΔισκόφρενοΣφηνόδρομοι
(spline)

Επιφάνεια τριβής

Σύνδεσμοι
(couplings)
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Οδοντωτοί τροχοί

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 1 13

Μειωτήρας
ηλεκτρικού 
οχήματος

Κιβώτιο ανεμογεννήτριας

Ιμάντες - Αλυσοκίνηση

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 1 14
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Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 1 15

Τι θα μάθουμε αυτό το εξάμηνο στα Στοιχεία?

Μαθησιακοί Στόχοι

Με την επιτυχή ολοκλήρωση του μαθήματος ο φοιτητής/τρια θα είναι σε 
θέση να: 

- Αναγνωρίζει τα συνήθη στοιχεία που αποτελούν τα Μηχανολογικά 
σύνολα και τις υποκατηγορίες αυτών

- Αναθεωρεί δυνατότητα επιλογής και διαστασιολόγησης του 
κατάλληλου στοιχείου για κάθε εφαρμογή

- Αναλύει την εντατική κατάσταση του κάθε στοιχείου

- Υπολογίζει την αντοχή του για κάθε περίπτωση καταπόνησης

- Επιλέγει υλικά και τρόπο κατεργασίας των μη τυποποιημένων 
στοιχείων

- Σχεδιάζει (Συνθέτει) Μηχανολογικές διατάξεις πολλαπλών στοιχείων

- Προσδιορίζει πιθανές συνθήκες αστοχίας

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 1 16
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2. Διαδικαστικά

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 1 17

Πρόγραμμα Διαλέξεων

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 1 18

# Διάλεξη (Τρίτη, 09.00-11.00 Β1001) Ασκήσεις (Πέμπτη, 09.00-11.00, Β1001)

1 Εισαγωγή  - Μηχανολογικός Σχεδιασμός

2 Επιλογή υλικού – Ανάλυση Τάσεων/Παραμορφώσεων

3 Κριτήρια Στατικής Αντοχής

4 Κριτήρια Δυναμικής Αντοχής (Κόπωση)

5 Άξονες, Σφήνες, Σύνδεσμοι

6 Κοχλίες, Συνδέσεις, Συγκολλήσεις

7 Ελατήρια, Συμπλέκτες, Φρένα

8 Ευθύγραμμοι Οδοντωτοί Τροχοί

9 Ελικοειδείς & Κωνικοί Οδοντωτοί Τροχοί

10 Πλανητικά Συστήματα, Ατέρμονας Κοχλίας

11 Ιμάντες – Αλυσοκίνηση

12 Έδρανα αξόνων

13 Επανάληψη - Απορίες
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Αξιολόγηση

• Γραπτή Τελική Εξέταση: 100% 
- Ερωτήσεις πολλαπλής επιλογής / Αντιστοίχιση
- Ερωτήσεις επίλυσης προβλημάτων 

• Ανοιχτές Σημειώσεις
Βιβλίο
Διαφάνειες
Εκτυπωμένες/Χειρόγραφες Σημειώσεις

 Κινητό
 Laptop
 Tablet
 Smart watch

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 1 19

Προτεινόμενα συγγράμματα

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 1 20

Πλήρης επισκόπηση του διδασκόμενου υλικού

19
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eClass

• Προσοχή σε όλες τις ανακοινώσεις, θα χρησιμοποιείται για 
την επικοινωνία με φοιτητές.

• Ενότητες στο eclass
• όλες οι διαφάνειες που παρουσιάζονται στην τάξη
• Λειτουργούν και ως συνοπτικές σημειώσεις
• ΑΛΛΑ, οι δικές σας σημειώσεις πάνω στις διαφάνειες κάνουν τη 

διαφορά…

• Ασκήσεις: κάθε ενότητα έχει και την αντίστοιχη σειρά 
ασκήσεων.

• Όλες έχουν απαντήσεις, κάποιες θα λυθούν στην τάξη
• Προσπαθήστε τις ασκήσεις πριν έρθετε στην τάξη ώστε να έχετε 

έτοιμες απορίες.

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 1 21

Ερωτήσεις?

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 1 22
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22



2/21/2023

12

Σύνοψη Διάλεξης

• Εισαγωγή στην έννοια των Στοιχείων Μηχανών

• Περίγραμμα της ύλης του μαθήματος

• Αξιολόγηση, διαδικαστικά & ερωτήσεις

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 1 23

23
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Στοιχεία Μηχανών

Ασκήσεις

Επιλογή Υλικών

Παναγιώτης Αλευράς 
(palevras@tuc.gr)

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 2 1

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 2 2
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Πείραμα εφελκυσμού

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 2 3

Όριο θραύσης 𝑆௨

(ultimate tensile strength)

Όριο ελαστικότητας 𝑆௘௟

Όριο αναλογίας 𝑆௣

(γραμμικότητας)

Όριο διαρροής 𝑆௬

Παραμόρφωση 
θραύσης

𝜀 =
οL

L
= 0.2%

Ψαθυρά
(brittle)Μέτρο ελαστικότητας (Young’s modulus) 𝜎 = 𝜠𝜀 ορίζεται από την κλίση 

της καμπύλης στην πρώτη αναλογική περιοχή (έως 𝑆௣) 

Όλκιμα 
(ductile)

Πως επιλέγουμε υλικά?

• Διαγράμματα Ashby

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 2 4

3

4
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Ασκήσεις

• Πως εξάγουμε τις μαθηματικές σχέσεις που μας 
καθοδηγούν στην επιλογή του υλικού

• Πως χρησιμοποιούμε τα διαγράμματα Ashby για την 
επιλογή υλικού

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 2 5

Άσκηση 1

a) Πρόβολος μήκους L και δεδομένης διατομής (t x t). 
ΣΤΟΧΟΣ: ελάχιστη παραμόρφωση ράβδου υπό την 
επίδραση του βάρους της

b) Πρόβολος μήκους L και δεδομένης παραμόρφωσης
ΣΤΟΧΟΣ: ελάχιστο βάρος

c) Πρόβολος μήκους L και δεδομένης παραμόρφωσης 
και αμελητέου βάρους
ΣΤΟΧΟΣ: ελάχιστο βάρος υπό την επίδραση 
δύναμης F.

d) Χρησιμοποιείστε το κατάλληλο διάγραμμα Ashby 
για να επιλέξετε υλικά μεταξύ χάλυβα (steel), GFRP 
και τσιμέντου.

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 2 6

Να εξάγεται τους Συντελεστές Συμπεριφοράς Υλικού (Μ) για τις παρακάτω περιπτώσεις

5
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Άσκηση 1a

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 2 7

ΠΕΡΙΟΡΙΣΜΟΙ: μήκος L, διατομή t x t

ΣΤΟΧΟΣ: ελάχιστη παραμόρφωση ράβδου υπό 
την επίδραση του βάρους της

Βάρος ανά μονάδα μήκους: 𝑓 = 𝜌𝑔𝑡ଶ Παραμόρφωση: 𝛿 =
ଵ

଼

௙௅ర

ாூ
=

ଷ

ଶ

௙௅ర

ா௧ర

Με αντικατάσταση: 𝛿 =
3

2

𝜌𝑔𝑡ଶ𝐿ସ

𝐸𝑡ସ

𝛿 =
3

2

𝜌𝑔𝐿ସ

𝐸𝑡ଶ

𝛿 =
3

2

𝑔𝐿ସ

𝑡ଶ

𝜌

𝐸

Άρα η παραμόρφωση 
ελαχιστοποιείται για μέγιστο: 𝛭 =

𝛦

𝜌

L, t δεδομένα από περιορισμούς

Άσκηση 1b

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 2 8

ΠΕΡΙΟΡΙΣΜΟΙ: μήκος L, παραμόρφωση δ

ΣΤΟΧΟΣ: ελάχιστο βάρος

Μάζα ράβδου: 𝑚 = 𝜌𝐿𝑡ଶ Παραμόρφωση: 𝛿 =
ଵ

଼

௙௅ర

ாூ
=

ଷ

ଶ

௙௅ర

ா௧ర

Με αντικατάσταση 2-3: 𝛿 =
3

2

𝜌𝑔𝑡ଶ𝐿ସ

𝐸𝑡ସ =
3

2

𝜌𝑔𝐿ସ

𝐸𝑡ଶ

𝑡ଶ =
3

2

𝜌𝑔𝐿ସ

𝐸𝛿

𝑚 =
3

2

𝑔𝐿ହ

𝛿

𝜌ଶ

𝐸

Άρα το βάρος ελαχιστοποιείται για μέγιστο: 𝛭 =
𝛦

𝜌ଶ

L, δ δεδομένα από περιορισμούς

Βάρος ανά μονάδα μήκους: 𝑓 = 𝜌𝑔𝑡ଶ

1 2

3

4

Με αντικατάσταση 1-4:

7
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Άσκηση 1c

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 2 9

ΠΕΡΙΟΡΙΣΜΟΙ: μήκος L, παραμόρφωση δ, 
αβαρής ράβδος, δύναμη F

ΣΤΟΧΟΣ: ελάχιστο βάρος

Μάζα ράβδου: 𝑚 = 𝜌𝐿𝑡ଶ Παραμόρφωση: 𝛿 = 4
ி௅య

ா௧ర

Με αντικατάσταση 1-3:

Άρα το βάρος ελαχιστοποιείται για μέγιστο: 𝛭 =
𝐸ଵ/ଶ

𝜌

L, F, δ δεδομένα από περιορισμούς

1 2

Από 2: 𝑡ସ = 4
𝐹𝐿ଷ

𝐸𝛿
𝑡ଶ = 2

𝐹𝐿ଷ

𝐸𝛿
3

𝑚 = 2𝜌𝐿
𝐹𝐿ଷ

𝐸𝛿

𝑚 = 2
𝐹𝐿ହ

𝛿

𝜌

𝐸ଵ/ଶ

Άσκηση 1d

Χρησιμοποιούμε διάγραμμα Ελαστικότητας (Ε) – Πυκνότητας (ρ)

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 2 10

Πως χρησιμοποιούμε τις μαθηματικές σχέσεις από τα 1a – 1c?

9
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Άσκηση 1d

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 2 11

𝛭 =
𝛦

𝜌
Συνάρτηση της 1a:

log 𝛭 = log
𝛦

𝜌

log 𝛭 = log 𝐸 − log 𝜌

log 𝐸 = log 𝜌 + log 𝛭 𝑦 = 1 ∗ 𝑥 + 𝑏

• Άρα όλα τα υλικά με ισάξια ικανοποίηση του στόχου (ίδιο Μ) ανήκουν σε 
μία γραμμή με κλίση ίση με 1

• Υλικά που αντιστοιχούν σε γραμμή με μεγαλύτερο log 𝛭 (τομή με άξονα y) 
είναι καλύτερα από τα υπόλοιπα. 

Άσκηση 1d

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 2 12

𝛦

𝜌

1. Σχεδιάζουμε την γραμμή 
συμπεριφοράς

11
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Άσκηση 1d

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 2 13

𝛦

𝜌

1. Σχεδιάζουμε την γραμμή 
συμπεριφοράς

2. Εντοπίζουμε τα υλικά που 
θέλουμε να συγκρίνουμε

Άσκηση 1d

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 2 14

𝛦

𝜌

1. Σχεδιάζουμε την γραμμή 
συμπεριφοράς

2. Εντοπίζουμε τα υλικά που 
θέλουμε να συγκρίνουμε

3. Μετακινούμε την γραμμή 
παράλληλα προς τα πάνω

13
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Άσκηση 1d

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 2 15

𝛦

𝜌

1. Σχεδιάζουμε την γραμμή 
συμπεριφοράς

2. Εντοπίζουμε τα υλικά που 
θέλουμε να συγκρίνουμε

3. Μετακινούμε την γραμμή 
παράλληλα προς τα πάνω

4. Το υλικό που αντιστοιχεί 
στην πιο πάνω γραμμή είναι 
το καλύτερο για το πρόβλημα

Ο Χάλυβας επιλέγεται γιατί αντιστοιχεί σε γραμμή πιο πάνω από τα GFRP και το Τσιμέντο

Άσκηση 1d

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 2 16

𝛭 =
𝛦

𝜌ଶ
Συνάρτηση της 1b:

log 𝛭 = log
𝛦

𝜌ଶ

log 𝛭 = log 𝐸 − log 𝜌ଶ

log 𝐸 = 2 log 𝜌 + log 𝛭 𝑦 = 2 ∗ 𝑥 + 𝑏

• Άρα όλα τα υλικά με ισάξια ικανοποίηση του στόχου (ίδιο Μ) ανήκουν σε 
μία γραμμή με κλίση ίση με 2

• Υλικά που αντιστοιχούν σε γραμμή με μεγαλύτερο log 𝛭 (τομή με άξονα y) 
είναι καλύτερα από τα υπόλοιπα. 

log 𝛭 = log 𝐸 − 2 log 𝜌

15

16



9

Άσκηση 1d

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 2 17

𝛭 =
𝐸ଵ/ଶ

𝜌
Συνάρτηση της 1c:

log 𝛭 = log
𝐸ଵ/ଶ

𝜌

log 𝛭 = log 𝐸ଵ/ଶ − log 𝜌

log 𝐸 = 2 log 𝜌 + 2 log 𝛭 𝑦 = 2 ∗ 𝑥 + 𝑏

• Άρα όλα τα υλικά με ισάξια ικανοποίηση του στόχου (ίδιο Μ) ανήκουν σε 
μία γραμμή με κλίση ίση με 2

• Υλικά που αντιστοιχούν σε γραμμή με μεγαλύτερο log 𝛭 (τομή με άξονα y) 
είναι καλύτερα από τα υπόλοιπα. 

log 𝛭 =
1

2
log 𝐸 − log 𝜌

Άσκηση 1d

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 2 18

𝐸ଵ/ଶ

𝜌

• Η επιλογή είναι ίδια για 
τα 1b και 1c επειδή η 
κλίση της γραμμής τους 
είναι ίδια (ίση με 2)

• Το Μ δεν έχει την ίδια 
τιμή και στα δύο 
προβλήματα αφού η 
τομή με τον άξονα y 
είναι

1b:    𝑏 = log 𝛭

1c:    𝑏 = 2 log 𝛭

• Όμως το ίδιο υλικό είναι 
το καλύτερο και στις δύο 
εφαρμογές.

GFRP
τσιμέντο

χάλυβας

Το GFRP επιλέγεται γιατί αντιστοιχεί σε γραμμή πιο πάνω από το Χάλυβα και το Τσιμέντο

17

18
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Άσκηση 2

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 2 19

(α) Να επιλέξετε μεταξύ αλουμινίου και χάλυβα για 
την δοκό μήκους L υπό φορτίο F και δεδομένης 
ελάχιστης αντοχής ώστε να ελαχιστοποιηθεί το βάρος 
της. Δίνεται το φορτίο αστοχίας, όπου 𝑦௠ είναι ο 
ουδέτερος άξονας της δοκού

𝐹௙ =
𝑡ସ𝜎௙

12𝑦௠𝐿
𝐹௙ =

𝑡ସ𝜎௙

12(𝑡/2)𝐿
𝐹௙ =

𝑡ଷ𝜎௙

6𝐿

Μάζα ράβδου: 𝑚 = 𝜌𝐿𝑡ଶ

1

𝑡ଷ =
6𝐿𝐹௙

𝜎௙
𝑡ଶ =

6𝐿𝐹௙

𝜎௙

ଶ/ଷ

Από 1:

2

3

Από 2-3: 𝑚 = 𝜌𝐿
6𝐿𝐹௙

𝜎௙

ଶ/ଷ

𝑚 = 𝐿
ହ
ଷ 6𝐹௙

ଶ
ଷ

𝜌

𝜎௙
ଶ/ଷ

Άρα το βάρος ελαχιστοποιείται για μέγιστο: 𝛭 =
𝜎௙

ଶ/ଷ

𝜌

Άσκηση 2

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 2 20

𝜎௙
ଶ/ଷ

𝜌

Χάλυβας ή Αλουμίνιο?

19

20
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Άσκηση 2

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 2 21

𝜎௙
ଶ/ଷ

𝜌

χάλυβας
αλουμίνιοΧάλυβας ή Αλουμίνιο?

Άσκηση 2

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 2 22

𝜎௙
ଶ/ଷ

𝜌

χάλυβας
αλουμίνιοΧάλυβας ή Αλουμίνιο!

21

22
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Άσκηση 2

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 2 23

(β) Ποιο υλικό θα επιλέγατε μεταξύ αλουμινίου και χάλυβα στην ίδια εφαρμογή εάν, 
επιπλέον, το ελάχιστο μέτρο ελαστικότητας που χρειάζεται είναι 100 GPa?

Εξετάζουμε το μέτρο ελαστικότητας των δύο υλικών, είτε από 
κάποιο πίνακα, είτε από διάγραμμα Ashby που περιλαμβάνει το Ε.

Άσκηση 2

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 2 24

(β) Ποιο υλικό θα επιλέγατε μεταξύ αλουμινίου και χάλυβα στην ίδια εφαρμογή εάν, 
επιπλέον, το ελάχιστο μέτρο ελαστικότητας που χρειάζεται είναι 100 GPa?

23

24



13

Άσκηση 2

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 2 25

(β) Ποιο υλικό θα επιλέγατε μεταξύ αλουμινίου και χάλυβα στην ίδια εφαρμογή εάν, 
επιπλέον, το ελάχιστο μέτρο ελαστικότητας που χρειάζεται είναι 100 GPa?

Παίρνουμε οριζόντια γραμμή από τα 100 GPa. Υλικά ΠΑΝΩ από την γραμμή είναι 
αποδεκτά.

Επιλέγουμε τον χάλυβα διότι το αλουμίνιο δεν ικανοποιεί τον περιορισμό Ε> 100 Gpa, 
παρότι θα οδηγούσε σε ελαφρότερη κατασκευή όπως είδαμε στο ερώτημα 2α….

25
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Στοιχεία Μηχανών

Διάλεξη 2

Σχεδιασμός/Επιλογή Υλικών

Παναγιώτης Αλευράς 
(palevras@tuc.gr)

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 2 1

1. Μηχανολογικός Σχεδιασμός

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 2 2

1

2
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Μέχρι τώρα…

• Μας δίνονταν δεδομένα – είσοδοι του προβλήματος και υπολογίζαμε 
τα ζητούμενα –εξόδους

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 2 3

γεωμετρία

υλικά

φορτία

πχ μήκος δοκού

μέτρο Young

Δυνάμεις, βάρη

ΑΝΑΛΥΣΗ

Σ𝐹 = 0

𝜎 =
𝑀𝑧

𝐼

𝜏 =
𝑇𝑟

𝐽

𝜎 = Ε𝜀

αντιδράσεις

τάσεις

μετατοπίσεις

Στο σχεδιασμό…

• Ξεκινάμε από κάποια ζητούμενα χαρακτηριστικά και επιλέγουμε εισόδους 
υπολογίζοντας εάν οι μηχανικές έξοδοι (engineering outputs) ικανοποιούν τα 
ζητούμενα

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 2 4

Αντοχή

CO2

Βάρος

Θόρυβος

Κύκλος Ζωής

Αγωγιμότητα

Επισκευασιμότητα

Ανθεκτικότητα ΣυντήρησηΑειφορία

Ανάγκες/ 
Ευκαιρίες

Σύνθεση

Βελτιστοποίηση

Ανάλυση

Αξιολόγηση 
(V&V)

Προδιαγραφές15 MW
Floating
20 years

∙∙∙

3

4
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Στα Στοιχεία Μηχανών…

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 2 5

Πως θα μεταφερθεί η μηχανική 
ισχύς των πτερυγίων στην 

γεννήτρια?

Πως θα ευθυγραμμίζεται η 
πτερωτή με τον άνεμο?

Πως θα μεταβάλλεται η 
αεροδυναμική των πτερυγίων? 

Πως θα ακινητοποιείται σε περίπτωση καταστροφικών 
ανέμων? Σε ποια ταχύτητα ανέμου…? 

Στάδια Σχεδιασμού

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 2 6

5

6
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Verification & Validation (V&V)

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 2 7

https://doi.org/10.1002/j.2334-5837.2017.00427.x

Sinclair C5

• Δεκαετία 1980, το πρώτο ηλεκτρικό όχημα

• Sir Clive Sinclair (o Elon Musk της εποχής)

• Ένα προϊόν μπορεί να πληροί τις προδιαγραφές 
(verified) αλλά όχι τις ανάγκες του χρήστη (not 
validated)

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 2 8

https://www.youtube.com/watch?v=x9PivEygh_8

7

8
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Προδιαγραφές σχεδιασμού

• Product Design Specifications (PDS)
• Μετατροπή των απαιτήσεων του σχεδιασμού σε ποσοτικά 

μεγέθη

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 2 9

Σχεδιασμός μειωτήρα

Ισχύς: 20 hp
Ταχύτητα εισόδου: 1750 rev/min
Ταχύτητα εξόδου: 85 rev/min
Ομοιόμορφο φορτίο
Χαμηλή συντήρηση
Ανταγωνιστικό κόστος

Ισχύς: 20 hp
Απόδοση: >95%
Ονομαστική ταχύτητα εισόδου: 1750 
rev/min
Μέγιστη ταχύτητα εισόδου: 2400 rev/min
Ονομαστική ταχύτητα εξόδου: 82–88 
rev/min
Κόστος μονάδας: <$300

Τι περιλαμβάνει?

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 2 10
Pugh, S. Total design: integrated methods for 
successful product engineering. Addison-
Wesley, 1991.

9

10
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Κριτήρια Μηχανολογικού Σχεδιασμού

• Αντοχή

• Αξιοπιστία

• Ασφάλεια

• Βάρος

• Διάβρωση

• Έλεγχος ποιότητας

• Επιφανειακή κατεργασία

• Ευκαμψία

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 2 11

• Θερμικές ιδιότητες

• Θόρυβος

• Χρόνος ζωής

• Κατεργασία

• Κόστος

• Λίπανση

• Μέγεθος

• Μορφή

• Όγκος

• Στιβαρότητα

• Στυλ-Εμφάνιση

• Συντήρηση

• Τριβή

• Φθορά

Πραγματοποιήσιμος, λειτουργικός, διαρκής και αποδοτικός

Αντοχή

• Μέγιστες τάσεις σε σχέση με τα όρια αντοχής του υλικού 
(γραμμικό, ελαστικό, διαρροής, θραύσης)

• Συντελεστής σχεδιασμού & συντελεστής ασφαλείας

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 2 12

𝑛 =
𝑆

𝜎

Αντοχή υλικού 

Μέγιστη τάση σχεδιασμού 

πχ S=165 MPa, F=9 kN, n=3

𝜎 =
ி

஺
=

ସி

గௗమ =
ସ∗ଽ଴଴଴

గௗమ

𝜎 =
ௌ

௡೏
=

ଵ଺ହ ெ௉௔

ଷ
= 55 𝑀𝑃𝑎 = 55 𝑁/𝑚𝑚ଶ

𝑑ଶ =
ସ∗ଽ଴଴଴

గ∗ହହ
⇒ 𝑑 = 14.43 𝑚𝑚

𝐹
𝑑

O προμηθευτής μου έχει 14 
mm και 16 mm

𝑑 = 16 𝑚𝑚

𝑛௦ =
𝑆

𝜎
=

𝑆𝐴

𝐹
=

𝑆𝜋𝑑ଶ

4𝐹
𝑛௦ = 3.69

11

12



7

Παράδειγμα Συμπιεστή

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 2 13

Παράδειγμα Συμπιεστή

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 2 14

13

14
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Παράδειγμα Συμπιεστή

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 2 15

Μορφολογική Ανάλυση

• Εξειδίκευση ενός συστήματος σε υπο-συστήματα και λειτουργίες
• Αναζήτηση εναλλακτικών ιδεών και λύσεων για καθένα

• Αξιολόγηση πιθανών συνδυασμών

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 2 16

Μορφολογική ανάλυση συστήματος μεταφοράς παλετών

15

16
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Μορφολογική Ανάλυση

• Εξειδίκευση ενός συστήματος σε υπο-συστήματα και λειτουργίες
• Αναζήτηση εναλλακτικών ιδεών και λύσεων για καθένα

• Αξιολόγηση πιθανών συνδυασμών

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 2 17

Μορφολογική ανάλυση συστήματος μεταφοράς παλετών

TRIZ – Εύρεση ιδεών

• Κατηγοριοποίηση χαρακτηριστικών σχεδιασμού 
σε κάποια από τα 39 γενικά χαρακτηριστικά 
(Altshuller, 1946)

• Δημιουργία πίνακα αντιθέσεων

• Αναγνώριση κατάλληλης μεθόδου 
αντιμετώπισης από τις διαθέσιμες 40.

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 2 18

17

18
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2. Επιλογή Υλικών

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 2 19

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 2 20

19

20
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Ποικιλία Επιλογών (πχ χάλυβες)

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 2 21

https://matweb.com

AISI 1046

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 2 22

21

22
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Ιδιότητες υλικών

• Φυσικές ιδιότητες
• Πυκνότητα
• Θερμοκρασία αλλαγής φάσεων

• Μηχανικές ιδιότητες
• Όριο διαρροής
• Όριο θραύσης
• Μέτρο ελαστικότητας
• Μέτρο διάτμησης
• Λόγος Poisson

• Άλλες
• Θερμικές
• Μαγνητικές

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 2 23

Πείραμα εφελκυσμού

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 2 24

Όριο θραύσης 𝑆௨

(ultimate tensile strength)

Όριο ελαστικότητας 𝑆௘௟

Όριο αναλογίας 𝑆௣

(γραμμικότητας)

Όριο διαρροής 𝑆௬

Παραμόρφωση 
θραύσης

𝜀 =
οL

L
= 0.2%

Ψαθυρά
(brittle)Μέτρο ελαστικότητας (Young’s modulus) 𝜎 = 𝜠𝜀 ορίζεται από την κλίση 

της καμπύλης στην πρώτη αναλογική περιοχή (έως 𝑆௣) 

Όλκιμα 
(ductile)

23

24
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Πίνακας ορίων χάλυβα

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 2 25

Υλικό Χάλυβα Su
N/mm2

Sy
N/mm2

St37 370 220

St42 420 260

St50 500 320

St60 600 370

St70 700 420

Κωδικοποίηση βάσει DIN17100

• Θερμικές κατεργασίες: βαφή (quenching), επαναφορά (tempering), 
ανόπτηση (annealing)

Σημαντική Διάκριση

Τάσεις σ / τ

Προκύπτουν στην κατασκευή λόγω των 
φορτίσεων. Τα υπολογίζουμε!!

Όρια αντοχής S

Τα ψωνίζουμε από τον προμηθευτή, 
έρχεται με το υλικό που 

χρησιμοποιούμε. Τα επιλέγουμε!!

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 2 26

25

26
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Πως επιλέγουμε υλικά?

• Διαγράμματα Ashby

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 2 27

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 2 28https://www.grantadesign.com/

27

28
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Παράδειγμα

• Ράβδος μήκους L, εφελκυστικό φορτίο F. Επιλέγω υλικό για ελαχιστοποίηση 
βάρους

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 2 29

𝑚 = 𝜌𝐴𝐿

𝑚 =
𝜌𝐿𝐹

𝜎

𝑚 = 𝑁𝐿𝐹
𝜌

𝑆௬

Παράδειγμα

• Ράβδος μήκους L, εφελκυστικό φορτίο F. Επιλέγω υλικό για ελαχιστοποίηση 
βάρους

• Μεγιστοποίηση Μ = S୷/ρ

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 2 30

𝑚 = 𝜌𝐴𝐿

𝑚 =
𝜌𝐿𝐹

𝜎

𝑚 = 𝑁𝐿𝐹
𝜌

𝑆௬

log 𝑀 = log 𝑆௬ − log (𝜌)

log 𝑆௬ = log 𝑀 + log (𝜌)

29

30
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Παράδειγμα

• Ράβδος μήκους L, εφελκυστικό φορτίο F. Επιλέγω υλικό για ελαχιστοποίηση 
βάρους

• Μεγιστοποίηση Μ = S୷/ρ

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 2 31

𝑚 = 𝜌𝐴𝐿

𝑚 =
𝜌𝐿𝐹

𝜎

𝑚 = 𝑁𝐿𝐹
𝜌

𝑆௬

log 𝑀 = log 𝑆௬ − log (𝜌)

log 𝑆௬ = log 𝑀 + log (𝜌)

Αυξανόμενο Μ

Παράδειγμα

• Ράβδος μήκους L, εφελκυστικό φορτίο F. Επιλέγω υλικό για ελαχιστοποίηση 
βάρους

• Μεγιστοποίηση Μ = S୷/ρ

• Περιορισμός τάσης S୷ > Nσ

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 2 32

𝑚 = 𝜌𝐴𝐿

𝑚 =
𝜌𝐿𝐹

𝜎

𝑚 = 𝑁𝐿𝐹
𝜌

𝑆௬

log 𝑀 = log 𝑆௬ − log (𝜌)

log 𝑆௬ = log 𝑀 + log (𝜌)

Αυξανόμενο Μ

Υλικά που 
αντέχουν

31

32
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Παράδειγμα

• Ράβδος μήκους L, εφελκυστικό φορτίο F. Επιλέγω υλικό για ελαχιστοποίηση 
βάρους

• Μεγιστοποίηση Μ = S୷/ρ

• Περιορισμός τάσης S୷ > Nσ

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 2 33

𝑚 = 𝜌𝐴𝐿

𝑚 =
𝜌𝐿𝐹

𝜎

𝑚 = 𝑁𝐿𝐹
𝜌

𝑆௬

log 𝑀 = log 𝑆௬ − log (𝜌)

log 𝑆௬ = log 𝑀 + log (𝜌)

Αυξανόμενο Μ

Υλικά που 
αντέχουν

Γενικά περί Ashby

Παρατηρήστε τις διακεκομμένες 
γραμμές. Δίνουν γραμμές για τις σχέσεις  
୽

ఘ
,  ୽

భ/మ

ఘ
και ୽

భ/య

ఘ
οι οποίες είναι χρήσιμες 

για τον προσδιορισμό μεγεθών 
βελτιστοποίησης Μ

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 2 34

33

34
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Ερωτήσεις?

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 2 35

Σύνοψη Διάλεξης

• Διαδικασία και κριτήρια μηχανολογικού σχεδιασμού

• Επισκόπηση εργαλείων σχεδιασμού.

• Βασικές μηχανικές ιδιότητες υλικών

• Μεθοδολογία επιλογής υλικών

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 2 36

35

36



1

Στοιχεία Μηχανών

Διάλεξη 3

Ανάλυση Τάσεων-Παραμορφώσεων
Κριτήρια Στατικής Αστοχίας 

Παναγιώτης Αλευράς 
(palevras@tuc.gr)

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 3 1

Περίγραμμα Διάλεξης

• Κύριες τάσεις, ελαστική παραμόρφωση

• Κάμψη, διάτμηση και στρέψη δοκών

• Κριτήρια αστοχίας σε στατική αντοχή
• Μέγιστη Διατμητική Τάση
• Θεωρία Έργου Παραμόρφωσης
• Μέγιστη Ορθή Τάση
• Coulomb-Mohr

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 3 2

1

2
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Ανάλυση Τάσεων Παραμορφώσεων

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 3 3

Εντατική Κατάσταση

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 3 4

Πως μπορούμε να βρούμε την διατομή που θα αστοχήσει? Ονομάζεται 
επικίνδυνη διατομή και συνήθως
• Βρίσκεται σε γεωμετρικές μεταβολές, πχ αλλαγή διαμέτρου άξονα
• Είναι μία διατομή που δέχεται το μεγαλύτερο φορτίο
• Παρουσιάζει αύξηση των τάσεων πχ εγκοπή, σφήνα κτλ.

Οι ορθές τάσεις 𝜎௫, 𝜎௬, 𝜎௭ και οι διατμητικές 𝜏௫௬ =  𝜏௬௫, 𝜏௫௭ =  𝜏௭௫, 𝜏௬௭ =  𝜏௭௬
περιγράφουν την εντατική κατάσταση των σωμάτων.

3

4
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Κύριες τάσεις – 2D

• 𝜎௭ = 𝜏௫௭ =  𝜏௬௭ = 0

• Εάν κάνουμε μία τομή στη διατομή υπό 
τυχαία γωνία φ

𝜎 =
ఙೣାఙ೤

ଶ
+

ఙೣିఙ೤

ଶ
cos 2𝜑 + 𝜏௫௬ sin 2𝜑

τ = −
ఙೣିఙ೤

ଶ
sin 2𝜑 + 𝜏௫௬ cos 2𝜑

• Μέγιστες ορθές τάσεις (κύριες τάσεις)
• 𝜏 = 0

• 𝜎ଵ, 𝜎ଶ =
ఙೣାఙ೤

ଶ
±

ఙೣିఙ೤

ଶ

ଶ
+ 𝜏௫௬

ଶ

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 3 5

Μέγιστες διατμητικές τάσεις

• Αντίστοιχα μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε τις προηγούμενες σχέσεις 
για να βρούμε τις μέγιστες διατμητικές τάσεις

𝜎 =
ఙೣାఙ೤

ଶ
+

ఙೣିఙ೤

ଶ
cos 2𝜑 + 𝜏௫௬ sin 2𝜑

τ = −
ఙೣିఙ೤

ଶ
sin 2𝜑 + 𝜏௫௬ cos 2𝜑

• Μέγιστες διατμητικές τάσεις

• 𝜎 =
ఙೣାఙ೤

ଶ

• 𝜏ଵ, 𝜏ଶ = ±
ఙೣିఙ೤

ଶ

ଶ
+ 𝜏௫௬

ଶ

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 3 6

5

6
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Κύκλος του Mohr

• Σημειώνουμε το σημείο Α (𝜎௫, 𝜏௫௬) και το σημείο Β (𝜎௬, 𝜏௫௬) και σχεδιάζουμε κύκλο με 
διάμετρο ΑΒ

• Οι μέγιστες ορθές δίνονται από τις τομές με τον άξονα σ, και οι μέγιστες διατμητικές
τάσεις από το μέγιστο και το ελάχιστο του κύκλου

• Έτσι, προκύπτει ο κύκλος του Mohr
• Οι κύριες τάσεις και οι μέγιστες διατμητικές χρησιμοποιούνται στα κριτήρια αστοχίας

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 3 7

Ωρολογιακές 
διατμητικές
στα (+)

Νόμος του Hooke

• Περιοχή ελαστικής παραμόρφωσης

𝜎 = 𝛦𝜀, 𝜏 = 𝐺𝛾

όπου 

-Ε,G το μέτρο ελαστικότητας και διάτμησης

-ε=δ/l η αξονική παραμόρφωση και γ η γωνιακή.

• Σχέση Ε και G

𝛦 = 2𝐺(1 + 𝑣)

Όπου 𝑣 ο λόγος Poisson.

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 3 8

7

8



5

Διαγράμματα N,V,M

• Προσδιορισμός Αξονικών, Διατμητικών και Καμπτικών Ροπών σε 
Στοιχεία Μηχανών υπό φόρτιση

• Συμπληρώνονται από το διάγραμμα στρεπτικών ροπών.

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 3 9

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ: Η δοκός στηρίζεται με τις αντιδράσεις R1 και R2 ενώ 
δέχεται τα φορτία P1 και P2. Υπολογίστε και σχεδιάστε τα διαγράμματα 
διατμητικής δύναμης (Q) και στρεπτικών ροπών.
P1=250 N, P2=450 N, a=0.15m, b=0.35m,l=0.65m

Διαγράμματα N,V,M

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 3 10

1. Ισορροπία για τις αντιδράσεις R1, R2.

𝑃ଵ + 𝑃ଶ − 𝑅ଵ − 𝑅ଶ = 0 κατά y

𝑃ଵ𝑎 + 𝑃ଶ𝑏 − 𝑅ଶ𝑙 = 0 ροπές ως προς Ο

𝑅ଵ = 400 Ν, 𝑅ଶ = 300 Ν

2. Εφαρμόζουμε τομές από αριστερά.

• 0 ≤ 𝑥 < 𝑎

𝑉(𝑥) = 𝑅ଵ = 400 𝑁

𝑀(𝑥) = 𝑅ଵ ∗ 𝑥 = 400𝑥 𝑁𝑚 με 𝑀 𝑎 = 60 𝑁𝑚

9

10
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Διαγράμματα N,V,M

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 3 11

• 𝑎 ≤ 𝑥 < 𝑏

V 𝑥 = 𝑅ଵ − 𝑃ଵ = 150 𝑁

𝑀 𝑥 = 𝑅ଵ ∗ 𝑥 − 𝑃ଵ ∗ 𝑥 − 𝑎
𝑀 𝑥 = 400𝑥 − 250(𝑥 − 𝑎)
𝑀 𝑥 = 150𝑥 + 37.5 𝑁𝑚

με 𝑀 𝑏 = 90 𝑁𝑚

• 𝑏 ≤ 𝑥 < 𝑙
𝑉 𝑥 = 𝑅ଵ − 𝑃ଵ − 𝑃ଶ

= 400 − 250 − 450 = −300 𝑁

𝑀 𝑥 = 𝑅ଵ ∗ 𝑥 − 𝑃ଵ ∗ 𝑥 − 𝑎 − 𝑃ଶ ∗ 𝑥 − 𝑏
𝑀 𝑥 = 400𝑥 − 250(𝑥 − 𝑎) − 450(𝑥 − 𝑏)
𝑀 𝑥 = −300𝑥 + 195 𝑁𝑚

με 𝑀 𝑙 = 0 𝑁𝑚

Διαγράμματα N,V,M

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 3 12

• Τα διαγράμματα Ν, 𝑉, 𝑀௕(καμπτικές), 𝑀௧(στρεπτικές) είναι το πρώτο βήμα 
για τον προσδιορισμό της αντοχής

• Από αυτά υπολογίζουμε εσωτερικές τάσεις στα Στοιχεία Μηχανών και 
εφαρμόζουμε κριτήρια αστοχίας

11

12
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Ιδιόμορφες συναρτήσεις για N,V,M

• Γενίκευση-αυτοματοποίηση της μεθόδου 
εύρεσης των N,Q,M

Ιδιόμορφη συνάρτηση    𝑓௡ 𝑥 = 𝑥 − 𝑎 ௡

ΚΑΝΟΝΕΣ
1. 𝑛 > 0 και 𝑥 − 𝑎 > 0 τότε 𝑓௡ = 𝑥 − 𝑎 ௡

2. 𝑛 > 0 και 𝑥 − 𝑎 < 0 τότε 𝑓௡ = 0

3. 𝑛 < 0 τότε 𝑓௡ = ቊ
1, 𝑥 = 𝑎
0, 𝑥 ≠ 𝑎

4. 𝑛 = 0 τότε 𝑓௡ = ቊ
1, 𝑥 ≥ 𝑎
0, 𝑥 < 𝑎

5. 𝑛 ≥ 0 τότε ∫ 𝑥 − 𝑎 ௡௫

ିஶ
𝑑𝑥 =

௫ି௔ ೙శభ

௡ାଵ

6. 𝑛 < 0 τότε ∫ 𝑥 − 𝑎 ௡௫

ିஶ
𝑑𝑥 = 𝑥 − 𝑎 ௡ାଵ

7. 𝑛 ≥ 1 τότε ୢ

ୢ୶
𝑥 − 𝑎 ௡ = 𝑛 𝑥 − 𝑎 ௡ିଵ

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 3 13

Παράδειγμα με Ιδιόμορφες

• Δεν εφαρμόζουμε τομές οπότε ελαχιστοποιούμε 
το κίνδυνο λάθους, όλα γίνονται σε ένα βήμα.

• Έχω 4 συγκεντρωμένες δυνάμεις.

• Υπολογίζω το q(x)

𝑞 𝑥 = 𝑅ଵ 𝑥 − 0 ିଵ − 𝑃ଵ 𝑥 − 𝑎 ିଵ − 𝑃ଶ 𝑥 − 𝑏 ିଵ + 𝑅ଶ 𝑥 − 𝑙 ିଵ

• Ολοκληρώνω για να βρω τις διατμητικές δυνάμεις Q(x)=V(x)

𝑉 𝑥 = ∫ 𝑅ଵ 𝑥 − 0 ିଵ − 𝑃ଵ 𝑥 − 𝑎 ିଵ − 𝑃ଶ 𝑥 − 𝑏 ିଵ + 𝑅ଶ 𝑥 − 𝑙 ିଵ 𝑑𝑥
௫

ିஶ

𝑉 𝑥 = 𝑅ଵ 𝑥 ଴ − 𝑃ଵ 𝑥 − 𝑎 ଴ − 𝑃ଶ 𝑥 − 𝑏 ଴ + 𝑅ଶ 𝑥 − 𝑙 ଴

• Ολοκληρώνω ξανά για να βρω τις καμπτικές ροπές

𝑀 𝑥 = ∫ 𝑉(𝑥)𝑑𝑥
௫

ିஶ
= ∫ 𝑅ଵ 𝑥 ଴ − 𝑃ଵ 𝑥 − 𝑎 ଴ − 𝑃ଶ 𝑥 − 𝑏 ଴ + 𝑅ଶ 𝑥 − 𝑙 ଴ 𝑑𝑥

௫

ିஶ

𝑀 𝑥 = 𝑅ଵ 𝑥 ଵ − 𝑃ଵ 𝑥 − 𝑎 ଵ − 𝑃ଶ 𝑥 − 𝑏 ଵ + 𝑅ଶ 𝑥 − 𝑙 ଵ

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 3 14

13

14
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Παράδειγμα με Ιδιόμορφες

𝑉 𝑥 = 𝑅ଵ 𝑥 ଴ − 𝑃ଵ 𝑥 − 𝑎 ଴ − 𝑃ଶ 𝑥 − 𝑏 ଴ + 𝑅ଶ 𝑥 − 𝑙 ଴

𝑀 𝑥 = 𝑅ଵ 𝑥 ଵ − 𝑃ଵ 𝑥 − 𝑎 ଵ − 𝑃ଶ 𝑥 − 𝑏 ଵ + 𝑅ଶ 𝑥 − 𝑙 ଵ

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 3 15

Καμπτικές τάσεις δοκού

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 3 16

𝜎 = −
𝑀𝑦

𝐼

𝜎௠௔௫ =
𝑀𝑐

𝐼

Ουδέτερος άξονας

Ροπές αδράνειας επιφανειών, Ι

15

16
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Συνδυασμός Κάμψης-Διάτμησης

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 3 17

• Συνήθως έχουμε συνδυασμό 
κάμψης και διάτμησης

• Μεγιστοποιείται στον ουδέτερο 
άξονα, όπου οι καμπτικές και 
στρεπτικές τάσεις μηδενίζονται.

Στρέψη Δοκού

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 3 18

𝜏 = −
𝑇𝜌

𝐽
𝜏௠௔௫ =

𝑇𝑟

𝐽

𝐽 =
𝜋𝐷ସ

32

𝐽 =
𝜋(𝐷௢

ସ − 𝐷௜
ସ)

32

𝑏

𝑐

𝐷

𝐷௢

𝑇

𝑇

17

18
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Κριτήρια Αστοχίας
Αντοχή σε Στατική Φόρτιση

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 3 19

Μέγιστη Διατμητική Τάση

• Γνωστό και ως κριτήριο Tresca

• Εφαρμόζεται σε ΟΛΚΙΜΑ υλικά, και θεωρεί την μέγιστη διατμητική τάση ως 
επαρκές κριτήριο σύγκρισης

• Σε μονοαξονική 𝜏୫ୟ୶ = 𝜎ଵ/2

Έχουμε επαρκή αντοχή όταν 
𝜎ଵ ≤ 𝑆௬ άρα          𝜏୫ୟ୶ ≤ 𝑆௬/2

• Στην γενική εντατική κατάσταση 
οι κύριες τάσεις είναι

𝜎ଵ > 𝜎ଶ > 𝜎ଷ

και

𝜏୫ୟ୶ = 𝜏ଵ/ଷ =
ఙభିఙయ

ଶ

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 3 20

γενική εντατική κατάσταση μονοαξονική

𝜏୫ୟ୶ ≤ 𝑆௬/2 𝜎ଵ − 𝜎ଷ ≤ 𝑆௬άρα ή 

19

20
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Μέγιστη Διατμητική Τάση

• Επίπεδη φόρτιση, δλδ μία κύρια τάση είναι ίση με 0 και οι άλλες δύο 
συμβολίζονται με 𝜎୹ και 𝜎୺

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 3 21

1. 𝜎୹ > 𝜎୺ > 0.
Δεξιά από το ΑΒ έχουμε αστοχία

2. 𝜎୹ > 0 > 𝜎୺. 
Δεξιά από το ΒΓ έχουμε αστοχία

(𝜎୹ − 𝜎୺ > S୷)

3. 0 > 𝜎୹ > 𝜎୺. Κάτω από το ΓΔ 
έχουμε αστοχία

(𝜎୺ < −S୷)

Έξω από το σκιαγραφημένο σχήμα 
έχουμε ΑΣΤΟΧΙΑ.

ΓΔ

Β

Α

(𝜎୹ > S୷)

Συντελεστής ασφαλείας τυχαίας φόρτισης α

Ν =
𝑏

𝑎

Μέγιστο Έργο Παραμόρφωσης

• Λέγεται και κριτήριο von Mises.

• Προβλέπει ότι το υλικό θα αστοχήσει σε διαρροή όταν η ενέργεια 
παραμόρφωσης ανά μονάδα όγκου ξεπεράσει την αντίστοιχη που 
παρατηρείται όταν το υλικό διαρρέει σε πείραμα εφελκυσμού.

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 3 22

Τάση von Mises

• Για επίπεδη φόρτιση (εάν μία κύρια τάση είναι 0)

ΑΣΤΟΧΙΑ έξω από την έλλειψη

21
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Μέγιστο Έργο Παραμόρφωσης

• Σε συντεταγμένες x,y,z

• Και στο επίπεδο

• Για καθαρή διάτμηση 𝜎௫ = 𝜎௬ = 0

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 3 23

(το κριτήριο Tresca δίνει αστοχία στο 50% του 𝑆௬) 

Σύγκριση Tresca-von Mises

• Το κριτήριο Tresca είναι πιο συντηρητικό από το von Mises.

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 3 24

Έργο παραμόρφωσης 
(von Mises)

Μέγιστη διατμητική
(Tresca)

23

24



13

Μέγιστη Ορθή Τάση

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 3 25

max(𝜎ଵ, 𝜎ଷ) ≤ 𝑆௨௧ και max( 𝜎ଵ , 𝜎ଷ ) ≤ 𝑆௨௖

Όριο θραύσης σε 
εφελκυσμό (tension)

Όριο θραύσης σε 
θλίψη (compression)

• Εφαρμόζεται κυρίως σε ΨΑΘΥΡΑ υλικά, οπότε χρησιμοποιείται το όριο θραύσης 𝑆௨

• Περιοχή I: εφελκυσμός

• Περιοχή IΙΙ: θλίψη

• Περιοχές IΙ & ΙV: 
συνδυασμός εφελκυσμού & 
θλίψης. Χαμηλή αξιοπιστία 
του κριτηρίου

Coulomb-Mohr

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 3 26

• Τροποποίηση του κριτηρίου ορθής τάσης για διόρθωση των περιοχών ΙΙ & ΙV

𝜎ଵ

𝑆௨௧
−

𝜎ଷ

𝑆௨௖
≤ 1

𝜎ଵ

𝑆௨௧
−

𝜎ଷ

𝑆௨௖
≤

1

𝑁

ή με χρήση συντελεστή ασφαλείας Ν

• Έτσι στις περιοχές ΙΙ & ΙV έχουμε τις 
γραμμές υπό κλίση που ορίζει η 
παραπάνω σχέση

• ΑΣΤΟΧΙΑ έχουμε έξω από τα όρια του 
σκιαγραφημένου πολυγώνου

𝜎ଵ

𝑆௨௧

Θεωρία 
Coulomb-
Mohr

𝜎ଵ > 0 > 𝜎ଷ (Τεταρτημόριο ΙV)

25

26
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Coulomb-Mohr

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 3 27

• Τροποποίηση του κριτηρίου ορθής τάσης για διόρθωση των περιοχών ΙΙ & ΙV

• Έτσι στις περιοχές ΙΙ & ΙV έχουμε τις 
γραμμές υπό κλίση που ορίζει η 
παραπάνω σχέση

• ΑΣΤΟΧΙΑ έχουμε έξω από τα όρια του 
σκιαγραφημένου πολυγώνου

Στο βιβλίο του Παπαδόπουλου ο
τύπος αυτός είναι

𝜎ଵ

𝑆௨௧
+

𝜎ଷ

𝑆௨௖
≤

1

𝛮

Επισημαίνει ότι χρησιμοποιεί τις 
απόλυτες τιμές της τάσης!!!

𝜎ଵ

𝑆௨௧
−

𝜎ଷ

𝑆௨௖
≤ 1

𝜎ଵ

𝑆௨௧
−

𝜎ଷ

𝑆௨௖
≤

1

𝑁

ή με χρήση συντελεστή ασφαλείας Ν

𝜎ଵ > 0 > 𝜎ଷ (Τεταρτημόριο ΙV)

Τροποποιημένη Coulomb-Mohr

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 3 28

Θεωρία 
Coulomb-
Mohr

𝜎ଵ

𝑆௨௧
−

𝜎ଷ

𝑆௨௖ − 𝑆௨௧
≤

𝜆

Ν

𝜆 =
𝑆௨௖

𝑆௨௖ − 𝑆௨௧

όπου

θετική αρνητική

𝜎ଵ > 0 > 𝜎ଷ

Τεταρτημόριο ΙV

27

28
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Δοκίμια σιδήρου

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 3 29

• Η τροποποίηση της Coulomb-Mohr υποστηρίζεται από πειραματικά δεδομένα

Ερωτήσεις?

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 3 30

29

30
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Στοιχεία Μηχανών

Ασκήσεις

Ανάλυση Τάσεων-Παραμορφώσεων
Κριτήρια Στατικής Αστοχίας 

Παναγιώτης Αλευράς 
(palevras@tuc.gr)

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 3 1

Άσκηση 1

• Εφαρμογή κριτηρίων von Mises, Tresca

• Χρήση γραφικής μεθόδου για τον υπολογισμό συντελεστή ασφαλείας

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 3 2

(α) Μία όλκιμη χαλύβδινη δοκός έχει όριο διαρροής Sy=350 MPa. Χρησιμοποιήστε τα 
κριτήρια μέγιστης διατμητικής (Tresca) και έργου παραμόρφωσης (von Mises) για να 
προσδιορίσετε τον συντελεστή ασφαλείας για τις παρακάτω εντατικές καταστάσεις

i. 𝜎௫ = 100 𝑀𝑃𝑎, 𝜎௬ = 50 𝑀𝑃𝑎

ii. 𝜎௫ = −50 𝑀𝑃𝑎, 𝜎௬ = −75 𝑀𝑃𝑎, 𝜏௫௬ = −50 𝑀𝑃𝑎

(β) Σχεδιάστε την όριο αστοχίας σε διάγραμμα κύριων τάσεων και τη γραμμή φόρτισης
των παραπάνω περιπτώσεων. Υπολογίστε γραφικά τον συντελεστή ασφαλείας.

1

2
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Άσκηση 1 (Λύση)

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 3 3

(α)i. Έχουμε μόνο δύο ορθές τάσεις, 𝜎௫ = 100 𝑀𝑃𝑎, 𝜎௬ = 50 𝑀𝑃𝑎, άρα:

• Η τρίτη ορθή είναι μηδέν, οπότε έχουμε επίπεδη εντατική κατάσταση

• Έχουμε μηδενικές διατμητικές, οπότε οι δοσμένες τάσεις είναι οι 
κύριες τάσεις

Tresca 𝜎ଵ − 𝜎ଷ ≤
𝑆௬

𝑁
⇒ 100 − 0 ≤

350

𝑁
⇒ 𝑁 ≤ 3.5

Άρα 𝑁 = 3.5

von Mises

𝜎ᇱ =
100 − 50 ଶ + 50 − 0 ଶ + 0 − 100 ଶ

2

ଵ/ଶ

≤
𝑆௬

𝑁

86.6 ≤
350

𝑁
⇒ 𝑁 ≤ 4 Άρα 𝑁 = 4

𝜎ᇱ =
𝜎ଵ − 𝜎ଶ

ଶ + 𝜎ଶ − 𝜎ଷ
ଶ + 𝜎ଷ − 𝜎ଵ

ଶ

2

ଵ/ଶ

Άσκηση 1 (Λύση)

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 3 4

(α)ii. Έχουμε ορθές και διατμητικές τάσεις, 𝜎௫ = −50 𝑀𝑃𝑎, 𝜎௬ =
− 75 𝑀𝑃𝑎, 𝜏௫௬ = −50 𝑀𝑃𝑎, άρα:

• Η τρίτη ορθή είναι μηδέν, οπότε έχουμε επίπεδη εντατική κατάσταση

• Πρέπει να υπολογίσουμε τις κύριες τάσεις.

𝜎ଵ, 𝜎ଶ =
𝜎௫ + 𝜎௬

2
±

𝜎௫ − 𝜎௬

2

ଶ

+ 𝜏௫௬
ଶ

𝜎ଵ, 𝜎ଶ =
−50 − 75

2
±

−50 + 75

2

ଶ

+ −50 ଶ

𝜎ଵ = −11 𝑀𝑃𝑎       𝜅𝛼𝜄           𝜎ଶ = −114 𝑀𝑃𝑎

Γράφουμε τις κύριες τάσεις σε φθίνουσα σειρά χωρίς να ξεχνάμε την τρίτη που είναι 0!!

𝜎ଵ = 0 𝑀𝑃𝑎, 𝜎ଶ = −11 𝑀𝑃𝑎, 𝜎ଷ = −114 𝑀𝑃𝑎

3
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Άσκηση 1 (Λύση)

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 3 5

Tresca 𝜎ଵ − 𝜎ଷ ≤
𝑆௬

𝑁
⇒ 0 − (−114) ≤

350

𝑁
⇒ 𝑁 ≤ 3.07

Άρα 𝑁 = 3.07

von Mises

𝜎ᇱ =
0 + 11 ଶ + −11 + 114 ଶ + −114 − 0 ଶ

2

ଵ/ଶ

≤
𝑆௬

𝑁

108.9 ≤
350

𝑁
⇒ 𝑁 ≤ 3.21 Άρα 𝑁 = 3.21

𝜎ᇱ =
𝜎ଵ − 𝜎ଶ

ଶ + 𝜎ଶ − 𝜎ଷ
ଶ + 𝜎ଷ − 𝜎ଵ

ଶ

2

ଵ/ଶ

(α)ii.

Εναλλακτικά μπορούμε να 
χρησιμοποιήσουμε τον τύπο: 𝜎ᇱ = 𝜎௫

ଶ − 𝜎௫𝜎௬ + 𝜎௬
ଶ + 3𝜏௫௬

ଵ/ଶ

Άσκηση 1 (Λύση)

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 3 6

(β)i.

350

−350

3501) Εντοπίζουμε τα σημεία Sy στους 
άξονες

𝜎ଵ

𝜎ଶ

Όριο Tresca

Όριο von Mises

3) Το πολύγωνο που περικλείεται μας 
δίνει το όριο αστοχίας κατά Tresca

4) Σχεδιάζουμε έλλειψη που να 
περνάει από τις κορυφές του 
πολυγώνου.

5) Η έλλειψη μας δίνει το όριο 
αστοχίας κατά von Mises.

2) Ενώνουμε με γραμμές, και 
σχεδιάζουμε τις συμμετρικές

100

50

𝑂

𝐴

6) Σημειώνουμε το σημείο που 
αντιστοιχεί στην φόρτιση

7) Σχεδιάζουμε γραμμή από το 
ΟΑ έως και τα όρια αστοχίας.

Β

C

8) 𝑁 =
ை஻

ை஺
(Tresca)

𝑁 =
ை஼

ை஺
(von Mises)

5

6
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Άσκηση 2

• Υπολογισμός τάσεων υπό κάμψη, στρέψη & διάτμηση

• Εφαρμογή κριτηρίου von Mises

• Υπολογισμός συντελεστή ασφαλείας

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 3 7

Η πακτωμένη δοκός του σχήματος υπόκειται 
σε στρεπτική ροπή Τ=25 Νm, εφελκυστική
δύναμη P=4 kN, και διάτμηση υπό την F=0.55 
kN. Το υλικό της δοκού είναι χάλυβας AISI 1006 
με όριο διαρροής Sy=280MPa.

Υπολογίστε τον συντελεστή ασφαλείας 
σύμφωνα με το κριτήριο έργου 
παραμόρφωσης – von Mises.

TIP: χρησιμοποιήστε τα επιφανειακά στοιχεία 
Α και Β για τους υπολογισμούς των τάσεων

Άσκηση 2 (Λύση)

Γιατί τα στοιχεία Α και Β που επιλέγουμε είναι ακριβώς δίπλα 
στην πάκτωση?

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 3 8

Γιατί η φόρτιση παίρνει τη μέγιστη τιμή της στη στήριξη του 
προβόλου

𝐹

𝑃 𝑇
𝑅ை௭

𝑅ை௫𝑇ை

𝑀ை

𝑧

𝑥

Από ισορροπία:

𝑇ை = 𝑇 = 25 𝑁𝑚, 𝑅ை௭ = 𝐹 = 0.55 𝑘𝑁, 
𝑅ை௫ = 𝑃 = 4 𝑘𝑁, 𝑀ை = 𝐹 ∗ 0.1 = 55 𝑁𝑚

𝑉௭(𝑥) 𝑀௬(𝑥)

0.55 𝑘𝑁

𝑀௬ 𝑥 = 𝑀ை − 𝑅ை௭𝑥

𝑀௬ 𝑥 = 55 − 550𝑥

55 𝑁𝑚

𝑉௭ 𝑥 = 𝑅ை௭

𝑁௫(𝑥)

4 𝑘𝑁

𝑁௫ 𝑥 = 𝑅ை௫

𝑇௫(𝑥)

25 𝑁𝑚

𝑇௫ 𝑥 = 𝑇ை

7

8
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99

𝑥

𝑦

𝑧

𝑥

𝑦

𝑧

𝑥

𝑦

𝑧

𝑥

𝑦

𝑧

𝑥𝑧

Ανεβαίνοντας στον y, 
“χάνονται” οι μικρές τάσεις

ΤΥΠΟΣ - ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗ ΤΑΣΗΣΦΟΡΤΙΣΗ

Εφελκυσμός P

Κάμψη F

Διάτμηση F

Στρέψη Τ

Ορθές κατά τον x

Διατμητικές – Επίπεδα xz
& yz

Διατμητικές - Επίπεδο yz

Ορθές - Επίπεδο xz

Γιατί έχουμε σύνθετη καταπόνηση σε πολλά επίπεδα!! Αυτό 
θα εξαρτάται από την εκάστοτε φόρτιση, τα είδη της και τις 
κατευθύνσεις.

Γιατί να χρησιμοποιήσουμε δυο στοιχεία 
Α και Β και όχι μόνο ένα πχ το Α?

𝑥
𝑧

Ανεβαίνοντας στον y, 
“χάνονται” οι μεγάλες τάσεις

𝜎 =
𝑀𝑧

𝐼

Άσκηση 2 (Λύση)

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 3 10

Ψάχνουμε τα σημεία της διατομής που δέχονται την μεγαλύτερη τάση

ΣΤΟ ΒΣΤΟ ΑΦΟΡΤΙΣΗ

Εφελκυσμός P

Κάμψη F

Διάτμηση F

Στρέψη Τ

ΝΑΙ

ΟΧΙ

ΝΑΙ

ΝΑΙ ΝΑΙ

ΝΑΙ

ΝΑΙ

ΟΧΙ

9

10
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Άσκηση 2 (Λύση)

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 3 11

Ψάχνουμε τα σημεία της διατομής που δέχονται την μεγαλύτερη τάση

Για το Α

𝜎௫ =
ସ௉

గௗమ =
ସ∗ସ଴଴଴

గ଴.଴ଵହమ = 22.6 𝑀𝑃𝑎

𝜏௫௬ =
ଵ଺்

గௗయ +
ସ௏

ଷ஺
=

ଵ଺∗ଶହ

గ଴.଴ଵହయ +
ସ∗ହହ଴

ଷ(గ଴.଴ଵହయ/ସ)
= 41.9 𝑀𝑃𝑎

Υπολογισμός τάσης von Mises

𝜎ᇱ = 22.6ଶ + 3 ∗ 41.9ଶ ଵ/ଶ = 76 𝑀𝑃𝑎

Άρα 𝑁 = 𝑆௬/𝜎ᇱ = 280/76 ⇒ 𝑁 = 3.68

Για το B

𝜎௫ =
ଷଶி௟

గௗయ +
ସ௉

గௗమ =
ଷଶ∗ହହ଴∗଴.ଵ

గ଴.଴ଵହయ +
ସ∗ସ଴଴଴

గ଴.଴ଵହమ = 189 𝑀𝑃𝑎

𝜏௫௬ =
ଵ଺்

గௗయ =
ଵ଺∗ଶହ

గ଴.଴ଵହయ = 37.7 𝑀𝑃𝑎

Υπολογισμός τάσης von Mises

𝜎ᇱ = 189ଶ + 3 ∗ 37.7ଶ ଵ/ଶ = 200 𝑀𝑃𝑎

Άρα 𝑁 = 𝑆௬/𝜎ᇱ = 280/200 ⇒ 𝑁 = 1.4

Άσκηση 2 (Λύση)

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ 1: Γιατί αθροίζουμε τις διατμητικές από τη στρέψη και τη διάτμηση στο Α?

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 3 12

Οι τάσεις από διάτμηση που 
σχεδιάσαμε εφαρμόζονται 
στη κάτω οριζόντια πλευρά 
του κομματιού dx και είναι 
σταθερές κατά μήκος του dx

Επίσης, συνυπάρχουν οι τάσεις στην δεξιά κάθετη πλευρά του 
κομματιού dx και μειώνονται κατά μήκος του z. Οι οριζόντιες και 
κάθετες διατμητικές είναι ίσες στις κορυφές όπου 𝑧 = 𝑧ଵ.

𝑥𝑧

Στο σημείο Α, αυτές οι «κάθετες» διατμητικές είναι 
συγγραμμικές με τις στρεπτικές διατμητικές!!!

σημείο Α

11

12
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Άσκηση 3

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 3 13

• Υπολογισμός τάσεων υπό σύνθετη κάμψη και στρέψη

• Εφαρμογή κριτηρίων von Mises και Tresca.

• Υπολογισμός αντοχής με δεδομένο συντελεστή ασφαλείας

O άξονας του σχήματος είναι από AISI 1035 CD 
χάλυβα, στηρίζεται στα έδρανα Α και D και 
φέρει τροχαλίες στα B και C, με τις δυνάμεις 
που φαίνονται να ασκούνται από τους ιμάντες.

Υπολογίστε την απαιτούμενη διάμετρο άξονα 
d, με συντελεστή ασφαλείας 2 σύμφωνα με 

(α) το κριτήριο μέγιστης διατμητικής τάσης –
Tresca.

(β) το κριτήριο έργου παραμόρφωσης – von 
Mises.

Θεωρείστε μόνο κάμψη και στρέψη (αγνοήστε 
την διάτμηση).

1050 𝑁

300 𝑁

200 𝑚𝑚

150 𝑚𝑚

150 𝑚𝑚

200 𝑚𝑚

200 𝑚𝑚

1500 𝑁

500 𝑁

Άσκηση 3 (Λύση)

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 3 14

Πρώτο βήμα ο υπολογισμός των αντιδράσεων στήριξης. Ποιες δυνάμεις υπάρχουν 
στις αντιδράσεις των εδράνων Α και D?

1500 𝑁

𝑅஺௭

𝑧

𝑥

𝑅஽௭

500 𝑁

300 𝑁

𝑅஺௭

𝑦

𝑥

𝑅஽௭

1050 𝑁

13

14
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Άσκηση 3 (Λύση)

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 3 15

Πρώτο βήμα ο υπολογισμός των αντιδράσεων στήριξης. Ποιες δυνάμεις υπάρχουν 
στις αντιδράσεις των εδράνων Α και D?

1500 𝑁

𝑅஺௭

𝑧

𝑥

𝑅஽௭

500 𝑁

300 𝑁

𝑅஺௬

𝑦

𝑥

𝑅஽௬

1050 𝑁

𝑅஺௭ + 𝑅஽௭ = 2000
𝑅஽௭0.55 = 2000 ∗ 0.4 ൠ ⇒

𝑅஽௭ = 1454.55 𝑁
𝑅஺௭ = 545.45 𝑁

𝑅஺௬ + 𝑅஽௬ = 1350

𝑅஺௬0.55 = 1350 ∗ 0.35 ቋ ⇒
𝑅஺௬ = 859.1 𝑁

𝑅஽௬ = 490.9 𝑁

Άσκηση 3 (Λύση)

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 3 16

Δεύτερο βήμα τα διαγράμματα καμπτικών και στρεπτικών ροπών.

Ι) ΣΤΡΕΨΗ

Τμήμα ΑΒ

Τμήμα BC

Τμήμα CD

𝑅஺௭

𝑅஺௬

Κοιτώντας από αριστερά
Τ = 0

Τ = 1050 − 300
0.2

2
 

Τ = 75 𝑁𝑚 

Τ = 1050 − 300
0.2

2
+ 500 − 1500

0.15

2
 

Τ = 0 𝑁𝑚 

75 𝑁𝑚

0.2 0.4 0.55

𝛵(𝑥)

𝑥

15

16
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Άσκηση 3 (Λύση)

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 3 17

Δεύτερο βήμα τα διαγράμματα καμπτικών και στρεπτικών ροπών.

ΙI) Κάμψη Σε ποιο(α) επίπεδο(α) ασκείται?

−171.8 𝑁𝑚

0.2 0.4 0.55

𝑀௭(𝑥)

𝑥

1. Η τροχαλία Β κάμπτει τον άξονα στο xy, ροπή 
κατά τον z.

2. Η τροχαλία C κάμπτει στο xz, ροπή κατά τον y.

AB: 𝑀௭ 𝑥 = −𝑅஺௬ 𝑥 = −859.1𝑥

BC: 𝑀௭ 𝑥 = −859.1𝑥 + 1350(𝑥 − 0.2)
CD: 𝑀௭ 𝑥 = −859.1𝑥 + 1350(𝑥 − 0.2)

−73.64 𝑁𝑚

AB: 𝑀௬ 𝑥 = −𝑅஺௭ 𝑥 = −545.45𝑥

BC: 𝑀௬ 𝑥 = −545.45𝑥

CD: 𝑀௬ 𝑥 = −545.45𝑥 + 2000(𝑥 − 0.4) −218.18 𝑁𝑚

0.2 0.4 0.55

𝑀௬(𝑥)

𝑥
−109.09 𝑁𝑚

Άσκηση 3 (Λύση)

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 3 18

Σύνθετη κάμψη διατομής

𝑧

𝑦

Σε τυχαίο σημείο της διατομής (𝑦ଵ, 𝑧ଵ)

𝜎௫ = −
𝑀௭𝑦ଵ

𝐼௭
+

𝑀௬𝑧ଵ

𝐼௬(𝑦ଵ, 𝑧ଵ)

𝑀௭(𝑥)

𝑀௬(𝑥)

Θ-Ε

Ε-ΘΕ-Ε

Θ-Θ

Εφελκυσμός από Μ୸ - Θλίψη από 𝑀௬

𝑥

𝑦

𝑧

𝑴(𝒙)

𝝈𝒙

• H συνολική σύνθετη κάμψη εφαρμόζεται από ροπή

𝛭(𝑥) = 𝑀௬
ଶ 𝑥 + 𝑀௭

ଶ(𝑥) που δεν συμπίπτει με τους άξονες y,z.

• H κατεύθυνση του διανύσματος της ροπής Μ(x) δεν είναι σταθερή 
κατά μήκος του x, αλλά εξαρτάται από το μέγεθος των 𝑀௬, 𝑀௭ στην 
εκάστοτε διατομή x.

• Το προφίλ των ορθών τάσεων είναι ίδιο με της απλής κάμψης, αλλά 
μεταβάλλεται κατά άξονα περιστραμμένο σε σχέση με τους y,z
κάθετο στο διάνυσμα της σύνθετης ροπής Μ(x) που κάμπτει την 
διατομή x.

• Μέγιστη τάση πάλι στην εξωτερική επιφάνεια του άξονα.

17

18
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Άσκηση 3 (Λύση)

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 3 19

Δεύτερο βήμα τα διαγράμματα καμπτικών και στρεπτικών ροπών.

ΙI) Κάμψη

Έχουμε σύνθετη κάμψη από την Μ(x), πρέπει να βρούμε την τιμή της 
σε κάθε x, για να σχεδιάσουμε το διάγραμμα της σύνθετης κάμψης.

𝛭(𝑥) = 𝑀௬
ଶ 𝑥 + 𝑀௭

ଶ(𝑥)

AB: 𝑀 𝑥 = 𝑀௭
ଶ + 𝑀௬

ଶ =

−859.1𝑥 ଶ + −545.45𝑥 ଶ ≅ 1017𝑥

BC: 𝑀(𝑥) =

−859.1𝑥 + 1350(𝑥 − 0.2) ଶ + −545.45𝑥 ଶ

CD:𝑀(𝑥) =

−859.1𝑥 + 1350(𝑥 − 0.2) ଶ + −545.45𝑥 + 2000(𝑥 − 0.4) ଶ

𝛭 𝑥  (𝑁𝑚)

𝑥 (𝑚)

Άσκηση 3 (Λύση)

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 3 20

ΙI) Κάμψη

Εναλλακτικά, μπορούμε να υπολογίσουμε την ροπή Μ(x) στα
σημεία Β και C, αφού εκεί περιμένουμε ότι θα είναι οι μέγιστες 
ροπές.

𝛭 𝐵 = 𝑀௬
ଶ 0.2 + 𝑀௭

ଶ 0.2 = 109.09ଶ + 171.8ଶ

𝛭 0.2 = 203.53 Nm

𝛭 𝐶 = 𝑀௬
ଶ 0.4 + 𝑀௭

ଶ 0.4 = 218.18ଶ + 73.64ଶ

𝛭 0.2 = 230.27 Nm
Το C, αφού Μ(𝑥 = 𝐶) > 𝑀(𝑥 = 𝐵)

Ποιο σημείο θα 
χρησιμοποιήσουμε για τους 
υπολογισμούς της αντοχής?

Δεύτερο βήμα τα διαγράμματα καμπτικών και στρεπτικών ροπών.

19
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Άσκηση 3 (Λύση)

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 3 21

1) Ορθές τάσεις από Κάμψη

Τρίτο βήμα ο υπολογισμός των τάσεων στην ΕΠΙΚΙΝΔΥΝΗ 
ΔΙΑΤΟΜΗ, η οποία βρίσκεται στο C, x=0.4m

𝜎௫,௠௔௫ =
𝑀(𝑑/2)

𝐼
=

203.27(𝑑/2)

(𝜋𝑑ସ/64)

𝜎௫,௠௔௫ = 2070.5/𝑑ଷ

2) Διατμητικές τάσεις από Στρέψη

Μέγιστη τάση στην εξωτερική 
επιφάνεια του άξονα

𝜏௠௔௫ =
𝑇𝑟

𝐽
=

75(𝑑/2)

(𝜋𝑑ସ/32)
= 382/𝑑ଷ

𝜎௫,௠௔௫ = 2070.5/𝑑ଷ

𝜏௠௔௫ = 382/𝑑ଷ

Άσκηση 3 (Λύση)

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 3 22

Τέταρτο βήμα η εφαρμογή των κριτηρίων αστοχίας

1) Μέγιστη Διατμητική Τάση – Tresca

𝜏୘୰௘௦௖௔ =
𝜎௫,௠௔௫

2

ଶ

+ 𝜏௠௔௫
ଶ =

2070.5

2𝑑ଷ

ଶ

+
382

𝑑ଷ

ଶ

 

𝜏୘୰ୣୱୡୟ =
1103.5

𝑑ଷ

𝜎௫,௠௔௫ = 2070.5/𝑑ଷ

𝜏௠௔௫ = 382/𝑑ଷ𝜏୘୰ୣୱୡୟ ≤
𝑆௬

2𝑁
⇒

1103.5

𝑑ଷ ≤
𝑆௬

2𝑁
⇒ 𝑑ଷ ≥

2207𝑁

𝑆௬

Συντελεστής ασφαλείας δίνεται Ν=2

Για AISI 1035 CD χάλυβα, 𝑺𝒚 = 𝟒𝟔𝟎 𝑴𝑷𝒂 =  𝟒𝟔𝟎 𝟏𝟎ି𝟔 𝑵/𝒎𝟐

Άρα 𝑑 ≥ 21.25 mm κατά Tresca

21

22



12

Άσκηση 3 (Λύση)

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 3 23

Τέταρτο βήμα η εφαρμογή των κριτηρίων αστοχίας

2) Έργο Παραμόρφωσης – von Mises

𝜎′ = 𝜎௫,௠௔௫
ଶ + 3𝜏௠௔௫

ଶ =
2070.5

𝑑ଷ

ଶ

+ 3
382

𝑑ଷ

ଶ

 

𝜎′ =
2173.6

𝑑ଷ
𝜎௫,௠௔௫ = 2070.5/𝑑ଷ

𝜏௠௔௫ = 382/𝑑ଷ𝜎′ ≤
𝑆௬

𝑁
⇒

2173.6

𝑑ଷ ≤
𝑆௬

𝑁
⇒ 𝑑ଷ ≥

2173.6𝑁

𝑆௬

Συντελεστής ασφαλείας δίνεται Ν=2

Για AISI 1035 CD χάλυβα, 𝑺𝒚 = 𝟒𝟔𝟎 𝑴𝑷𝒂 =  𝟒𝟔𝟎 𝟏𝟎ି𝟔 𝑵/𝒎𝟐

Άρα 𝑑 ≥ 21.14 mm κατά von Mises

Άσκηση 4

• Εφαρμογή κριτηρίων Coulomb-Mohr (CM) και Τροποποιημένης Coulomb-Mohr
(MCM)

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 3 24

(α) Ένα ψαθυρό υλικό έχει όρια θραύσης Sut=200 MPa και Suc=600 MPa. 
Χρησιμοποιήστε τα κριτήρια CM και MCMγια να προσδιορίσετε τον συντελεστή 
ασφαλείας για τις παρακάτω εντατικές καταστάσεις

i. 𝜎௫ = 100 𝑀𝑃𝑎, 𝜎௬ = −100 𝑀𝑃𝑎

ii. 𝜎௫ = −100 𝑀𝑃𝑎, 𝜎௬ = 60 𝑀𝑃𝑎, 𝜏௫௬ = −100 𝑀𝑃𝑎

(β) Σχεδιάστε το όριο αστοχίας σε διάγραμμα κύριων τάσεων και τη γραμμή φόρτισης
των παραπάνω περιπτώσεων. Υπολογίστε γραφικά τον συντελεστή ασφαλείας.

23

24
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Άσκηση 4 (Λύση)

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 3 25

(α)i. Έχουμε μόνο δύο ορθές τάσεις, 𝜎௫ = 100 𝑀𝑃𝑎, 𝜎௬ = −100 𝑀𝑃𝑎, άρα:

• Η τρίτη ορθή είναι μηδέν, οπότε έχουμε επίπεδη εντατική κατάσταση

• Έχουμε μηδενικές διατμητικές, οπότε οι δοσμένες τάσεις είναι οι 
κύριες τάσεις

CM

𝜎ଵ

𝑆௨௧
−

𝜎ଷ

𝑆௨௖
≤

1

𝑁
⇒

100

200
+

100

600
≤

1

𝑁
⇒ 𝑁 ≤ 1.5 Άρα 𝑁 = 1.5

MCM

𝜎ଵ

𝑆௨௧
−

𝜎ଷ

𝑆௨௖ − 𝑆௨௧
≤

𝜆

𝑁
⇒

100

200
+

100

600 − 200
≤

1.5

𝑁
⇒

3

4
≤

1.5

𝑁
⇒ 𝑁 ≤ 2

Άρα 𝑁 = 2

𝜆 =
𝑆௨௖

𝑆௨௖ − 𝑆௨௧
=

600

600 − 200
= 1.5

𝜎ଵ = 100 𝑀𝑃𝑎, 𝜎ଶ = 0 𝑀𝑃𝑎, 𝜎ଷ = −100 𝑀𝑃𝑎

Σε ποιο τεταρτημόριο είμαστε? ΙV

Πάλι ελέγχουμε το τεταρτημόριο…

Άσκηση 4 (Λύση)

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 3 26

(α)ii. Έχουμε ορθές και διατμητικές τάσεις, 𝜎௫ = −100 𝑀𝑃𝑎, 𝜎௬ =
− 60 𝑀𝑃𝑎, 𝜏௫௬ = −100 𝑀𝑃𝑎, άρα:

• Η τρίτη ορθή είναι μηδέν, οπότε έχουμε επίπεδη εντατική κατάσταση

• Πρέπει να υπολογίσουμε τις κύριες τάσεις.

𝜎ଵ, 𝜎ଶ =
𝜎௫ + 𝜎௬

2
±

𝜎௫ − 𝜎௬

2

ଶ

+ 𝜏௫௬
ଶ

𝜎ଵ, 𝜎ଶ =
−100 − 60

2
±

−100 + 60

2

ଶ

+ −100 ଶ

𝜎ଵ = 21.98 𝑀𝑃𝑎       𝜅𝛼𝜄           𝜎ଶ = −181.98 𝑀𝑃𝑎

Γράφουμε τις κύριες τάσεις σε φθίνουσα σειρά χωρίς να ξεχνάμε την τρίτη που είναι 0!!

𝜎ଵ = 21.98 𝑀𝑃𝑎, 𝜎ଶ = 0 𝑀𝑃𝑎, 𝜎ଷ = −181.98 𝑀𝑃𝑎

25

26
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Άσκηση 4 (Λύση)

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 3 27

(α)ii.

CM

𝜎ଵ

𝑆௨௧
−

𝜎ଷ

𝑆௨௖
≤

1

𝑁
⇒

21.98

200
+

181.98

600
≤

1

𝑁
⇒ 𝑁 ≤ 2.42 Άρα 𝑁 = 2.42

MCM

𝜎ଵ

𝑆௨௧
−

𝜎ଷ

𝑆௨௖ − 𝑆௨௧
≤

𝜆

𝑁
⇒

21.98

200
+

181.98

600 − 200
≤

1.5

𝑁
⇒ 𝑁 ≤ 2.66

Άρα 𝑁 = 2.66

𝜆 =
𝑆௨௖

𝑆௨௖ − 𝑆௨௧
=

600

600 − 200
= 1.5

Σε ποιο τεταρτημόριο είμαστε? ΙV

Πάλι ελέγχουμε το τεταρτημόριο…

𝜎ଵ = 21.98 𝑀𝑃𝑎, 𝜎ଶ = 0 𝑀𝑃𝑎, 𝜎ଷ = −181.98 𝑀𝑃𝑎

Άσκηση 4 (Λύση)

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 3 28

(β)ii.

−600

200

𝜎ଵ

𝜎ଷ

200

𝑂

𝐴

𝑁 =
ை஻

ை஺
(CM)

𝑁 =
ை஼

ை஺
(MCM)

𝜎ଵ = 21.98 𝑀𝑃𝑎,
𝜎ଶ = 0 𝑀𝑃𝑎,
𝜎ଷ = −181.98 𝑀𝑃𝑎

−600

𝐵

−200

−200

𝐶

(CM)

(MCM)
max 𝜎ଵ, 𝜎ଷ > 𝑆௨௧

max 𝜎ଵ, 𝜎ଷ > 𝑆௨௧

max 𝜎ଵ , 𝜎ଷ > 𝑆௨௧

max 𝜎ଵ , 𝜎ଷ > 𝑆௨௧

27

28
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Άσκηση 5

• Εφαρμογή κριτηρίων Coulomb-Mohr (CM) και Τροποποιημένης Coulomb-Mohr (MCM)

• Σύγκριση διαδικασίας για όλκιμα και ψαθυρά υλικά

• Συντελεστής συγκέντρωσης τάσεων

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 3 29

Ο κύλινδρος του σχήματος είναι πακτωμένος αριστερά και φέρει έκκεντρο φορτίο F=10 kN.
Ο συντελεστής συγκέντρωσης τάσεων στη πάκτωση είναι 3.

Βρείτε τον συντελεστή ασφαλείας αν το 
υλικό του σωλήνα είναι χυτοσίδηρος με 
Sut=172 MPa και Suc=690 MPa
χρησιμοποιώντας την Θεωρία μέγιστης 
ορθής τάσης, την Coulomb-Mohr και την 
τροποποιημένη Coulomb-Mohr.

Άσκηση 5 (Λύση)

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 3 30

Ποιες είναι οι καταπονήσεις που δέχεται 
ο σωλήνας?

Κάμψη

Στρέψη

𝜎௠௔௫ =
𝛭𝑟

𝐼

𝜏௠௔௫ =
𝑇𝑟

𝐽

𝛭 = 𝐹𝑙ଵ

𝑟 = 𝑑଴/2

𝐼 =
𝜋

64
(𝑑଴

ସ − 𝑑଴
ସ) Διατομή σωλήνα=δακτύλιος

Το πιο μακρινό σημείο από τον ουδέτερο άξονα

Μέγιστη καμπτική ροπή στην πάκτωση

𝛵 = 𝐹𝑙ଶ

𝑟 = 𝑑଴/2

𝐽 =
𝜋

32
(𝑑଴

ସ − 𝑑଴
ସ) Διατομή σωλήνα=δακτύλιος

Το πιο μακρινό σημείο από τον ουδέτερο άξονα

σταθερή στρεπτική ροπή

29

30
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Άσκηση 5 (Λύση)

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 3 31

Άρα
𝜎௠௔௫ =

𝛭𝑟

𝐼
=

𝐹𝑙ଵ
𝑑଴
2

𝜋
64

(𝑑଴
ସ − 𝑑଴

ସ)
=

10000 × 250
𝜋

64
(150ସ − 113ସ)

= 11.13 𝑀𝑃𝑎

𝜏௠௔௫ =
𝑇𝑟

𝐽
=

𝐹𝑙ଶ
𝑑଴
2

𝜋
32

(𝑑଴
ସ − 𝑑଴

ସ)
=

10000 × 300
𝜋

32
(150ସ − 113ସ)

= 6.68 𝑀𝑃𝑎

Κύριες τάσεις

𝜎ଵ, 𝜎ଷ =
𝜎௫ + 𝜎௬

2
±

𝜎௫ − 𝜎௬

2

ଶ

+ 𝜏௫௬
ଶ =

11.13 + 0

2
±

11.13 − 0

2

ଶ

+ 6.68ଶ

𝜎ଵ = 14.26 MPa 𝜎ଷ = −3.13 𝑀𝑃𝑎

Όταν δουλεύουμε σε Ν και mm, οι τάσεις είναι σε MPa

Άσκηση 5 (Λύση)

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 3 32

𝜎ଵ = 14.26 MPa 𝜎ଷ = −3.13 𝑀𝑃𝑎

O συντελεστής συγκέντρωσης τάσεων εκφράζει την απότομη αύξηση των τάσεων 
σε γεωμετρικές ή άλλες κατασκευαστικές ανομοιομορφίες, συνήθως δίνεται από 
εμπειρικά δεδομένα.

𝜎′ = 𝑘௧𝜎 𝜏′ = 𝑘௧𝜏

Ουσιαστικά, πολλαπλασιάζουμε τις τάσεις που βρίσκουμε θεωρητικά με τους 
συντελεστές αυτούς, και χρησιμοποιούμε τις αυξημένες τιμές στον σχεδιασμό. 
Π.χ. εδώ ο συντελεστής συγκέντρωσης δίνεται ίσος με 3 για την πάκτωση. Άρα:

𝜎ଵ = 3 ∗ 14.26 = 42.78 MPa 𝜎ଷ = −3 ∗ 3.13 = −9.39 𝑀𝑃𝑎

31

32
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Άσκηση 5 (Λύση)

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 3 33

𝜎ଵ = 42.78MPa
𝜎ଷ = −9.39 𝑀𝑃𝑎

Εφαρμογή κριτηρίων αστοχίας

Μέγιστη ορθή τάση: max(𝜎ଵ, 𝜎ଷ) ≤
𝑆௨௧

Ν
42.78 =

172

Ν
⇒ Νஇ஋ = 4

CM:
𝜎ଵ

𝑆௨௧
−

𝜎ଷ

𝑆௨௖
≤

1

𝑁
⇒

42.78

172
−

−9.39

690
=

1

𝑁
Νେ୑

= 3.81

MCM:

𝜎ଵ

𝑆௨௧
−

𝜎ଷ

𝑆௨௖ − 𝑆௨௧
≤

𝜆

𝑁
⇒

42.78

172
−

−9.39

690 − 172
=

1.33

𝑁

𝜆 =
𝑆௨௖

𝑆௨௖ − 𝑆௨௧
=

690

690 − 172
= 1.33

Ν୑େ୑ = 4.98

Στην MCM πάντα ελέγχω εάν Νஇ஋ < Ν୑େ୑. Τότε, Ν୑େ୑ = Νஇ஋ = 4

Άσκηση 5 (Λύση)

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 3 34

Γιατί κάνουμε αυτόν τον έλεγχο?

Η ανισότητα του MCM ισχύει μόνο 
μεταξύ των σημείων Ε και Η.

Πρέπει να ελέγχουμε εάν η 
γραμμή φόρτισης ΟΓ τέμνει πρώτα 
τη γραμμή ΔΕ, που ορίζεται από το 
κριτήριο μέγιστης ορθής τάσης.

Τότε, ο συντελεστής ασφαλείας δίνεται 
από το κριτήριο μέγιστης ορθής τάσης. 

33
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Στοιχεία Μηχανών

Διάλεξη 4

Κριτήρια Δυναμικής Αστοχίας 
Κόπωση

Παναγιώτης Αλευράς 
(palevras@tuc.gr)

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 4 1

Κριτήρια Αστοχίας
Αντοχή σε Δυναμική Φόρτιση

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 4 2
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Περίγραμμα Διάλεξης

• Δυναμικά φορτία

• Κόπωση και όριο διαρκούς αντοχής
• Συντελεστές συγκέντρωσης τάσεων

• Κριτήρια Αστοχίας σε Δυναμική Φόρτιση
• Soderberg
• Goodman

• Κανόνας Miner – γραμμική θεωρία κόπωσης

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 4 3

Δυναμικά φορτία

• Φορτία που δεν είναι σταθερά, αλλά μεταβάλλονται με το χρόνο, 
συνήθως σύμφωνα με κάποια ημιτονοειδή συνάρτηση, 𝐹(𝑡) =
𝐹଴ sin 𝜔𝑡.

• Δυναμικά φορτία (δυνάμεις και ροπές) σημαίνει ότι και οι τάσεις που 
αναπτύσσονται στο υλικό των στοιχείων μηχανών είναι δυναμικές 
σ(𝑡) = 𝜎଴ sin 𝜔𝑡

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 4 4

• Για παράδειγμα, τι συμβαίνει σε ένα αυτοκίνητο όταν κινείται με 
σταθερή επιτάχυνση σε ευθεία γραμμή?

4WDFWD

3

4
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Ροπή κινητήρα αυτοκινήτου

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 4 5
https://www.youtube.com/watch?v=DKF5dKo_r_Y

Αεροδυναμική 
αντίσταση

Αντίσταση
Κύλισης

Αντίσταση
Κύλισης

Δύναμη
Πρόσφυσης

http://www.epi-
eng.com/piston_en
gine_technology/to
rsional_excitation_f
rom_piston_engine
s.htm

Σ𝐹 = 𝐹గఘఖఙఝ − 𝐹ఈఔఛఐఙ =
Τ

𝑟
− 𝐹ఈఔఛఐఙ = 𝑚𝑎

H ροπή που παράγει ο κινητήρας 
είναι εξαιρετικά μεταβαλλόμενη

Ροπή κινητήρα αυτοκινήτου

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 4 6

𝜏 =
Τ𝑟

𝐽

Διατμητικές τάσεις λόγω στρέψης

Η διακύμανση της ροπής οδηγεί σε 
αντίστοιχα κυμαινόμενες τάσεις…. τ 𝑡 = 𝜏௠ + 𝜏௥ sin 𝜔𝑡

Όπου 𝜏௠ η μέση τάση
𝜏௥ το εύρος εναλλαγής 

𝜏௠
𝜏௥

𝜏

𝑡

5

6
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Ροπή Ηλεκτροκινητήρα

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 4 7

Αυτή είναι η μέση ροπή….

Στη πραγματικότητα, η 
ροπή έχει εύρος εναλλαγής 
που εξαρτάται από τον 
αριθμό των πόλων κ.α.

DOI: 10.17577/IJERTV9IS040639

Φορτίο ανεμογεννήτριας

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 4 8

• H αεροδυναμική δύναμη στα πτερύγια της ανεμογεννήτριας προκαλεί εκτός από 
ροπή και οριζόντιο φορτίο (thrust load T)

• Και τα δύο φορτία εξαρτώνται από την γωνία του ρότορα, άρα μεταβάλλονται 
μέσα σε μία πλήρη περιστροφή

Ροπή

Δύναμη Τ

7

8
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Κόπωση

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 4 9

Το διάγραμμα Wohler μας δίνει τον αριθμό των κύκλων που προκαλεί 
αστοχία όταν εφαρμόζεται η εναλλασσόμενη τάση 𝜎௥ (για 𝜎௠ = 0). 

Το όριο αντοχής ονομάζεται αντοχή κόπωσης 𝑆௙

1𝑘𝑠𝑖 = 1
𝑙𝑏

𝑖𝑛ଶ = 1000
𝑘𝑝

𝑐𝑚ଶ =
1000

142
𝑀𝑃𝑎

πχ εδώ έχω 10 κύκλους φόρτισης

Κόπωση

• Ολιγοκυκλική κόπωση: μεγάλες τάσεις, κοντά στο όριο θραύσης του 
υλικού. Ορίζεται ως τους 10ଷ κύκλους όπου η αντοχή κόπωσης είναι

• 𝑆௙ = 0.9𝑆௨ για κάμψη
• 𝑆௙ = 0.75𝑆௨ για εφελκυσμό
• 𝑆௙ = 0.72𝑆௨ για στρέψη

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 4 10

• Πολυκυκλική κόπωση:
• πάνω από 10ଷ κύκλους έως 10଺

• Σημαντική μεταβολή του ορίου κόπωσης
• Δίνεται από ευθεία γραμμή

log 𝑆௙ = −𝑚 log 𝑁 + 𝑏

Όπου για κάμψη 𝑚 =
ଵ

ଷ
log

଴.ଽௌೠ

ௌ೐

𝑏 = log
଴.ଽௌೠ

మ

ௌ೐

𝑆௙ =
10௕

𝑁௠

𝑁 =
10௕/௠

𝜎௥
ଵ/௠

Η τάση 𝜎௥ = 𝑆௙ όπου θα 
έχω αστοχία σε Ν κύκλους

Οι κύκλοι Ν όπου θα έχω 
αστοχία αν εφαρμοσθεί 
τάση 𝜎௥

𝑆௘  όριο διαρκούς αντοχής (δες επόμενη διαφάνεια)

9

10
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Παράδειγμα πολυκυκλικής

• Έστω χάλυβας με 𝑆௘ = 112 𝑀𝑃𝑎 και όριο θραύσης 𝑆௨ = 385 𝑀𝑃𝑎. 
Ποια καθαρά εναλλασσόμενη τάση οδηγεί σε αστοχία σε 70000 
κύκλους?

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 4 11

𝑚 =
1

3
log

0.9𝑆௨

𝑆௘
=

1

3
log

0.9 ∗ 385

112
= 0.163

𝑏 = log
0.9𝑆௨

ଶ

𝑆௘
= log

0.9 ∗ 385 ଶ

112
= 3.03

𝑆௙ =
10௕

𝑁௠ =
10ଷ.଴ଷ

70000଴.ଵ଺ଷ = 173 𝑀𝑃𝑎

Όριο διαρκούς αντοχής, 𝑆௡
ᇱ

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 4 12

• Η μέγιστη καθαρά εναλλασσόμενη τάση 
από –σ έως σ στην οποία ένα πρότυπο 
δοκίμιο μπορεί να υποβληθεί για 
άπειρους κύκλους (συνήθως 10଺) χωρίς 
να αστοχήσει

Υλικό Χυτοσίδηρος Μαλακός 
χυτοσίδηρος

Χυτοχάλυβας Ανθρακούχος 
χάλυβας

Εφελκυσμός 𝑆௡
ᇱ = 0.25𝑆௨ 𝑆௡

ᇱ = 0.28𝑆௨ 𝑆௡
ᇱ = 0.26𝑆௨ 𝑆௡

ᇱ = 0.315𝑆௨

Κάμψη 𝑆௡௕
ᇱ = 0.5𝑆௨ 𝑆௡௕

ᇱ = 0.4𝑆௨ 𝑆௡௕
ᇱ = 0.4𝑆௨ 𝑆௡௕

ᇱ = 0.45𝑆௨

Στρέψη 𝑆௡௧
ᇱ = 0.5𝑆௡௕

ᇱ 𝑆௡௧
ᇱ = 0.64𝑆௡௕

ᇱ 𝑆௡௧
ᇱ = 0.58𝑆௡௕

ᇱ 𝑆௡௧
ᇱ = 0.58𝑆௡௕

ᇱ

11
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Τροποποιημένο Όριο, 𝑆௘

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 4 13

𝑆௘ = 𝐶ி𝐶ோ𝐶ௌ

1

𝑘௙
𝑆௡

ᇱ

Στην πράξη, τα στοιχεία μηχανών καταπονούνται σε συνθήκες πολύ διαφορετικές από 
τα πειράματα επί προτύπων. Στην πράξη χρησιμοποιούμε κάποιους συντελεστές 
διόρθωσης που μας δίνουν το τροποποιημένο όριο διαρκούς αντοχής:

𝐶ி ο συντελεστής επιφανειακής κατεργασίας

𝐶ோ ο συντελεστής αξιοπιστίας

𝐶ௌ ο συντελεστής διόρθωσης μεγέθους

𝑘௙ ο συντελεστής συγκέντρωσης τάσεων

𝐶ி ο συντελεστής επιφάνειας

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 4 14

13

14
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𝐶ோ ο συντελεστής αξιοπιστίας

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 4 15

Τα διαγράμματα κόπωσης είναι 
στατιστικά, οπότε λαμβάνουμε 
υπόψιν την αξιοπιστία

𝐶ோ = 1 − 0.08 ∗ DMF

𝐶ௌ ο συντελεστής μεγέθους

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 4 16

𝐴ଽହ,఑జ఑ఒ =
𝜋

4
𝑑ଶ − 0.95𝑑 ଶ = 0.0766𝑑ଶ

Για μη-κυκλικές διατομές, η ισοδύναμη 
διάμετρος είναι

𝑑 =
𝐴ଽହ

0.0766

Όπου Αଽହ υπολογίζεται για την διατομή

Τα πρότυπα δοκίμια έχουν διάμετρο 8mm, εάν d>10mm ο 𝐶ௌ διορθώνει το όριο 
σύμφωνα με το παρακάτω διάγραμμα.

15

16
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Παράδειγμα

• Άξονας διαμέτρου 30 mm είναι κατασκευασμένος μέσω τορναρίσματος 
από υλικό AISI-1080 με εργαστηριακό όριο διαρκούς αντοχής 𝑆௡’ =
450 𝑀𝑃𝑎 και επιδιωκόμενη αξιοπιστία 99%. Αγνοήστε τους 
συντελεστές συγκέντρωσης τάσεων.

• Ποιο είναι το όριο διαρκούς αντοχής 𝑆௘? 
• Ποιο φορτίο μπορεί να προκαλέσει αστοχία μετά από 10ହ κύκλους?

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 4 17

𝑆௘ = 𝐶ி𝐶ோ𝐶ௌ
ଵ

௞೑
𝑆௡

ᇱ = 𝐶ி𝐶ோ𝐶ௌ𝑆௡
ᇱ αφού αγνοούμε τους συντελεστές 

συγκέντρωσης τάσεων.

𝑆௘ = 𝐶ி𝐶ோ𝐶ௌ ∗ 450 πρέπει να υπολογίσουμε τους συντελεστές

Παράδειγμα

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 4 18

𝑆௘ = 𝐶ி𝐶ோ𝐶ௌ ∗ 450 πρέπει να υπολογίσουμε τους συντελεστές

Κατεργασία στο τόρνο υλικού 1056 MPa

𝐶ி = 0.7

17

18
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Παράδειγμα

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 4 19

𝑆௘ = 0.7 ∗ 𝐶ோ𝐶ௌ ∗ 450 πρέπει να υπολογίσουμε τους συντελεστές

Ζητείται αξιοπιστία 99 %

Άρα 𝐶ோ = 0.814

Παράδειγμα

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 4 20

𝑆௘ = 0.7 ∗ 0.814 ∗ 𝐶ௌ ∗ 450 πρέπει να υπολογίσουμε τους συντελεστές

Διάμετρος άξονα 30 mm

Άρα 𝐶ௌ = 0.76

19

20
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Παράδειγμα

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 4 21

𝑆௘ = 0.7 ∗ 0.814 ∗ 0.76 ∗ 450 𝑆௘ = 195 𝑀𝑃𝑎 το όριο διαρκούς αντοχής 

𝑚 =
1

3
log

0.9𝑆௨

𝑆௘
=

1

3
log

0.9 ∗ 1056

195
= 0.229

𝑏 = log
0.9𝑆௨

ଶ

𝑆௘
= log

0.9 ∗ 1056 ଶ

195
= 3.666

𝑆௙ =
10௕

𝑁௠ =
10ଷ.଺଺଺

100000଴.ଶଶଽ = 332 𝑀𝑃𝑎

Για αστοχία μετά από 10ହ κύκλους

Ερωτήσεις?

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 4 22

21
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Στοιχεία Μηχανών

Διάλεξη 5

Άξονες και συνδέσεις

Παναγιώτης Αλευράς 
(palevras@tuc.gr)

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 5 1

Αντοχή αξόνων

• Συνήθως χρησιμοποιούνται για την μεταφορά κίνησης ή ισχύος μέσω 
περιστροφής.

• Απαιτητική αντοχή, άρα συνήθως κατασκευάζονται από χάλυβα (πχ 
St70)

• Κυρίως η αντοχή υπολογίζεται σε:
• Στατικό φορτίο
• Κόπωση
• Καμπτική και 
• στρεπτική μετατόπιση

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 5 2

1

2
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Στατικά φορτία

• Οι άξονες σε στατική φόρτιση αντιμετωπίζονται ως δοκοί
• Κυρίως, ενδιαφερόμαστε για κάμψη και στρέψη, . Υπάρχουν 

περιπτώσεις όπου εφελκυσμός/θλίψη αναπτύσσονται και πρέπει να 
λαμβάνονται υπόψη.

Για κυκλική διατομή:
𝜎௫ = 32𝑀/𝜋𝑑ଷ

𝜏௫௬ = 16𝑇/𝜋𝑑ଷ

• Τα βασικά εργαλεία υπολογισμού ακολουθούν την διαδικασία των 
κριτηρίων Tresca και Von Mises.

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 5 3

Στατικά φορτία

• Οι άξονες θα δέχονται συνδυαστική καταπόνηση (πχ κάμψη και 
στρέψη)

Μέγιστη Διατμητική Τάση (Tresca)

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 5 4

𝜎஺,஻ =
𝜎௫

2
±

𝜎௫

2

ଶ

+ 𝜏௫௬
ଶ =

16𝑀

𝜋𝑑ଷ
±

16𝑀

𝜋𝑑ଷ

ଶ

+
16𝑇

𝜋𝑑ଷ

ଶ

𝜏௠௔௫ =
𝜎஺ − 𝜎୺

2
=

𝟏𝟔

𝝅𝒅𝟑
𝚳𝟐 + 𝚻𝟐 ≤

𝐒𝐲

𝟐𝑵

𝑑 ≥
32𝑁

𝜋𝑆௬
Μଶ + Τଶ

య

3

4
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Στατικά φορτία

• Οι άξονες θα δέχονται συνδυαστική καταπόνηση (πχ κάμψη και 
στρέψη)

Έργο Παραμόρφωσης (von Mises)

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 5 5

𝜎ᇱ = 𝜎௫
ଶ + 3𝜏௫௬

ଶ =
32𝑀

𝜋𝑑ଷ
𝑀ଶ +

3

4
𝑇ଶ

𝜎ᇱ =
𝟑𝟐𝑴

𝝅𝒅𝟑
𝑴𝟐 +

𝟑

𝟒
𝑻𝟐 ≤

𝐒𝐲

𝑵

𝑑 ≥
32𝑁

𝜋𝑆௬
Μଶ +

3

4
Τଶ

య

Δυναμικά φορτία

• Ακολουθεί την διαδικασία ελέγχου κόπωσης υλικού, πχ κάθε εντατική 
κατάσταση κάτω από την γραμμή Soderberg έχει άπειρη διάρκεια ζωής 
κατά Soderberg

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 5 6

5

6
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Κριτήρια κόπωσης

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 5 7

• Κάθε γραμμή αντιστοιχεί σε μία από τις παρακάτω εξισώσεις

Σελ. 456 (Παπαδόπουλος)

Συντελεστές συγκέντρωσης τάσεων

• Οι άξονες είναι συνήθως χαλύβδινοι (όλκιμο), άρα οι συντελεστές 
συγκέντρωσης τάσεων επηρεάζουν την δυναμική αντοχή.

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 5 8

Κάμψη με σφηνόδρομο (Petersen)

6mm<d<38mm

38mm<d<500mm

7

8
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Παράδειγμα

Αν στο κρίσιμο σημείο άξονα έχουμε 𝜎௠ = 40𝑀𝑃𝑎, 𝜎௥ = 20𝑀𝑃𝑎 με 
υλικό 𝑆௨ = 370𝑀𝑃𝑎, 𝑆௬ = 210𝑀𝑃𝑎, 𝑆௘ = 70𝑀𝑃𝑎. Να βρεθεί ο 
συντελεστής ασφαλείας σύμφωνα με όλα τα κριτήρια

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 5 9

Εφαρμογή με Gerber
𝑁஼𝜎௥

𝑆௘
+

𝑁஼𝜎௠

𝑆௨

ଶ

= 1 ⇒
𝑁஼20

70
+

𝑁஼40

370

ଶ

= 1 ⇒ 𝑁஼ = 3.18

Γραφική μέθοδος
1. Σχεδιάζω το σημείο 
φόρτισης
2. Σχεδιάζω την γραμμή 
φόρτισης G
3. Βρίσκω το σημείο τομής 
της G με την καμπύλη (πχ 
C)
4.𝑁஼ = 𝜎஼/𝜎௠

Σχεδιασμός αξόνων

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 5 10

Στόχος είναι η επιλογή διαμέτρου, 
τρόπου σύνδεσης και ποιότητας 
κατασκευής

Λόγω κάμψης και στρέψης, θα έχουμε 
συνδυασμό ορθών και διατμητικών
εναλλασσόμενων τάσεων

Εξίσωση Soderberg: σୣ୯ = 𝜎௠ + 𝜎௥
ௌ೤

ௌ೐

ଶ
+𝑎 𝜏௠ + 𝜏௥

ௌೞ೤

ௌೞ೐

ଶ
  

𝑎 = 3 (𝑣𝑜𝑛 𝑀𝑖𝑠𝑒𝑠)
𝑎 = 4 (𝑇𝑟𝑒𝑠𝑐𝑎)

𝑑 =
32𝑁

𝜋𝑆௬
𝑀௠ + 𝑀௥

𝑆௬

𝑆௘

ଶ

+
𝑎

4
𝑇௠ + 𝑇௥

𝑆௦௬

𝑆௦௘

ଶయ

Αντικαθιστώντας τους τύπους των τάσεων και λύνοντας ως προς τη διάμετρο:

9

10
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Παράδειγμα

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 5 11

Η/Κ κινεί την παρακάτω ιμαντοκίνηση με Β = 1𝑘𝑁, 𝑇ଵ + 𝑇ଶ = 4𝑘𝑁 και 
υλικό άξονα St70 με 𝑆௬ = 370𝑀𝑃𝑎, 𝑆௘ = 800𝑀𝑃𝑎.

Λύση: Παπαδόπουλος, Στοιχεία Μηχανών, σελίδες 460-461. 

Παράδειγμα

• Οι ορθές τάσεις (κάμψη) είναι εναλλασσόμενες και οι διατμητικές
(στρέψη) είναι σταθερές

• Άρα, σ୫, σ௥, τ௠ ≠ 0 και τ௥ = 0

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 5 12

Κάμψη Στρέψη

Σταθερή στρεπτική ροπή Τ

Σταθερή μέγιστη τάση στην 
περιφέρεια της διατομής

𝑥

𝑦

𝑧

𝑴(𝒙)

𝝈𝒙

(𝑡 = 𝑡ଵ) A

Α (𝑡 = 𝑡௡)

(𝑡 = 0) A

Περιστροφή άξονα 
με ταχύτητα ω

Το υλικό στο σημείο Α έχει μέγιστες ορθές 
τάσεις σε δύο θέσεις, και μηδενικές σε δύο 
άλλες θέσεις για κάθε περιστροφή του άξονα

Σημεία όπου 
έχω 𝜎௠௔௫

Σημεία όπου 
έχω 𝜎 = 0

11
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Κρίσιμες ταχύτητες αξόνων

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 5 13

Ταχύτητες περιστροφής στις οποίες ο άξονας υφίστανται συντονισμό.

Δίνονται από: 𝑓௡ 𝑟𝑝𝑚 =
60

2𝜋
𝜔௡ = 30

𝑛ଶ𝜋

𝐿ଶ

𝛦𝛪

𝜌𝛢
για 𝑛 = 1,2,3 …

Ο σχεδιασμός ενός άξονα και της μηχανής πρέπει να αποφεύγει την 
λειτουργίας της σε αυτές τις ταχύτητες περιστροφής 

https://www.youtube.co
m/watch?v=aNkicaylWZ4

Παράδειγμα

• Λύση: Παπαδόπουλος, Στοιχεία Μηχανών, σελ. 474-477

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 5 14

13

14
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Παράδειγμα

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 5 15

Ερωτήσεις?

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 5 16

15
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Στοιχεία Μηχανών

Διάλεξη 6

Συνδέσεις

Παναγιώτης Αλευράς 
(palevras@tuc.gr)

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 6 1

Σφήνες

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 6 2

• Woodruff

𝑀௧ =
𝑑𝐴𝐵

2

𝑆௦௬

𝑁௦

• Βυθιζόμενες σφήνες

𝑀௧ ≤
𝐷𝑊𝐿

2

𝑆௦௬

𝑁௦ 𝜏 =
𝐹

𝐴
=

𝑀௧/
𝐷
2

𝑊𝐿
=

2𝑀௧

𝐷𝑊𝐿
≤

𝑆௦௬

𝑁௦

Μεταφέρει στρεπτική ροπή

Αντοχή σε διάτμηση:

𝐹

Επιφάνεια Α

1

2
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Βυθιζόμενες σφήνες

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 6 3

Ο τροχός έχει εσωτερική διαμόρφωση 
για να υποδεχθεί τη σφήνα

Με τη σφήνα, άξονας και τροχός 
αναγκάζονται να περιστρέφονται μαζί

Σφήνα

+ =

Άξονας με διαμόρφωση

Πολύσφηνα (splines)

• n σφήνες που δουλεύουν μαζί. Συνήθως είναι μόνιμη διαμόρφωση στον 
άξονα.

• Παράδειγμα: χρησιμοποιούνται στην σύνδεση του συμπλέκτη με τον άξονα 
εισόδου του κιβωτίου σε αυτοκίνητα

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 6 4

𝜏 =
𝐹

𝐴
=

𝑀௧/
𝑑
2

𝑛𝑊𝐿
=

2𝑀௧

𝑛𝑑𝑊𝐿
≤

𝑆௦௬

𝑁௦

𝑀௧ ≤ 𝑛
𝑑𝑊𝐿

2

𝑆௦௬

𝑁௦

Splines στον άξονα

υποδοχή στον συμπλέκτη

3
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Συνδέσεις Αξόνων

• Σύνδεσμοι, συνδέουν δύο ημιαξόνια
• Κοχλιωτοί
• Ελαστικοί. Βασικό χαρακτηριστικό ότι μπορούν να παραλάβουν αποκλίσεις στην 

ευθυγράμμιση

• Κύριο σχεδιαστικό χαρακτηριστικό η μεταφερόμενη ροπή
• 𝑀௧ = 𝑁/𝜔

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 6 5

Κοχλιωτοί Σύνδεσμοι (DIN-116)

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 6 6

𝑀௧ = 𝑛𝑓𝐹௜

𝑑௠

2

Για να μεταφερθεί ροπή 𝑀௧, πρέπει η 
πρόταση του κάθε κοχλία 𝐹௜ να είναι 

5
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Κοχλίες

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 6 7
tan 𝑎 =

𝐿

𝜋𝑑

• d η διάμετρος κορμού

• d3 η εσωτερική διάμετρος 
του σπειρώματος

• p το βήμα του σπειρώματος

• Συνήθως εξαγωνική κεφαλή

Κοχλίες μετρικών σπειρωμάτων

• Τυποποιημένες διαστάσεις 
κοχλία και σπειρώματος

• Συμβολίζονται βάσει της 
διαμέτρου κορμού d, πχ Μ10
αντιστοιχεί σε d=10mm

• Τα περικόχλια που 
αντιστοιχούν στον κάθε 
κοχλία είναι επίσης 
τυποποιημένα για κάθε Μ.
(βλέπε επίσης Πιν 7-1α)

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 6 8

7
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Υλικά

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 6 9

• Κατηγορία (x.y)= Su=x*100, Sy=(y*10%)*Su

• Συντελεστής 
τριβής

Ροπή σύσφιξης

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 6 10

𝑀 = 𝐹 tan 𝜌ᇱ ± 𝑎
𝑑ଶ

2
+ 𝜇గ

𝑑௠

2

• F η εφελκυστική δύναμη στον κοχλία

• ρ’=μ/cos(β/2) με β=60ο για μετρικό και μ ο συντελεστης τριβής μεταξύ 
κοχλία και περικοχλίου

• α η γωνία του σπειρώματος

• d2=(d+d3)/2 η μέση διάμετρος του κοχλία

• μπ ο συντελεστής τριβής μεταξύ περικοχλίου και ελάσματος (0 αν 
αγνοήσουμε την ροδελα_

• dm=(d+dπ)/2 όπου dπ η διάμετρος του περικοχλίου

9
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Πρόταση κοχλία

• Απαιτούμενη πρόταση: 1.5x το στατικό φορτίο ή 2-2.5x το δυναμικό 
φορτίό

• Μέγιστη πρόταση: 𝐹௜ = 2840𝑑 (𝑘𝑝)

𝑀௜ = 𝐶𝑑𝐹௜ (𝑘𝑝𝑐𝑚) (αντιστοιχούσα ροπή)
όπου C=0.2 για σπείρωμα χωρίς λίπανση

C=0.18 για σπείρωμα με λίπανση

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 6 11

Δύναμη πρότασης

Ροπή σύσφιξης

Στατική φόρτιση

• Θεωρώ κοχλία με πρόταση 𝐹௜ που 
συνδέει δύο φλάντζες

• Η 𝐹௜ οποία προκαλεί αρχική επιμύκηνση 
𝛿௜௕ στον κοχλία, και αρχική βράχυνση 
𝛿௜௣ στις φλάντζες. 

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 6 12

𝐹௜

𝐹௜ = 𝑘௕𝛿௜௕ με 𝑘௕ = 𝐸௕𝐴௕/𝐿௕ και

𝐹௜௣ = 𝑘௣𝛿௜௣ με 𝑘௣ = 𝐸௣𝐴௣/𝐿௣

Νόμος Hooke 
(ελατηρίου)

• Όταν εφαρμοστεί φορτίο λειτουργίας 
𝐹௘, οι δυνάμεις γίνονται:

𝐹௕ = 𝐹௜ +
𝑘௕

𝑘௕ + 𝑘௣
𝐹௘

𝐹௣ = 𝐹௜ −
𝑘௣

𝑘௕ + 𝑘௣
𝐹௘

11
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Δυναμική φόρτιση κοχλία

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 6 13

• Αν το φορτίο λειτουργίας είναι μεταβαλλόμενο (πχ μεταξύ 0 και 𝐹௘)

𝐹௕(௠௔௫) = 𝐹௜ +
௞್

௞್ା௞೛
𝐹௘

𝐹௕(௠௜௡) = 𝐹௜

𝐹௕௠ = 𝐹௜ +
௞್

௞್ା௞೛

ி೐

ଶ

𝐹௕௥ =
௞್

௞್ା௞೛

ி೐

ଶ

Μέση τιμή

εύρος

𝜎௠ = 𝐹௕௠/𝐴ଷ

𝜎௥ = 𝐹௕௥/𝐴ଷ

Soderberg

𝜎௘௤ = 𝜎௠ + 𝜎௥

𝑆௬

𝑆௘
<

𝑆௬

𝑁

Όπου 𝐴ଷ η επιφάνεια που ορίζει η 
εσωτερική διάμετρος του 
σπειρώματος 𝑑ଷ

Συντελεστές συγκέντρωσης τάσεων

• Χρησιμοποιούνται στον υπολογισμό του τροποποιημένου ορίου 
διαρκούς αντοχής ανάλογα με την κατηγορία κοχλία

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 6 14

Το διάγραμμα δίνει 
το 𝑆௘ για κάθε 
κατηγορία

13
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Τάσεις κοχλία

Περίπτωση Τάση

Εφελκυσμός κορμού 𝜎 = 𝐹௜/𝐴௦

𝐴௦ = 𝜋𝑑ଷ/4 για δυναμικό φορτίο
𝐴௦ = 𝜋𝑑௠

ଷ /4 για στατικό φορτίο
με 𝑑௠ = (𝑑ଶ + 𝑑ଷ)/2

Κάμψη κορμού 𝜎 = 𝛿𝐸/2𝐿
με δ την εγκάρσια μετατόπιση

Στρέψη κοχλία για σύσφιξη 𝜏 = 16Μ/𝜋𝑑ଷ
ଷ

Σύνθετη καταπόνηση
𝜎௘௤ = 𝜎ଶ + 𝛼𝜏ଶ ≤

S୷

N
α=3(von Mises) ή 4 (Tresca)

Διατμητική τάση σπειρώματος 𝜏 = 𝐹௕/𝜋𝑑ଷ𝑛𝑏
n ο αριθμός σπειρών
b το ύψος της σπείρας

Κάμψη σπειρώματος 𝜎 = 3Fୠh/𝜋𝑑௠𝑛𝑏ଶ

h το ύψος του δοντιού
Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 6 15

Επιφανειακή τάση σπειρώματος

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 6 16

• Το φορτίο F παραλαμβάνεται από το περικόχλιο πάχους ℎగ = 𝑛𝑃 με 
εργαζόμενη επιφάνεια σπειρώματος Αఙ =  ℎగ(𝜋𝑑ଶ𝐻ଵ)/𝑃

𝜎௕ =
𝐹

A஢
=

𝐹

ℎగ(𝜋𝑑ଶ𝐻ଵ)/𝑃
< 𝜎௕(ఌగ)

15
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Άσκηση

7.7.2 από Παπαδόπουλος, Στοιχεία Μηχανών, σελ. 238-239

13.4.1 από Παπαδόπουλος, Στοιχεία Μηχανών, σελ. 525-526

13.4.2 από Παπαδόπουλος, Στοιχεία Μηχανών, σελ. 526-528

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 6 17

Ερωτήσεις?

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 6 18
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Στοιχεία Μηχανών

Διάλεξη 7

Μετωπικοί Οδοντωτοί Τροχοί

Παναγιώτης Αλευράς 
(palevras@tuc.gr)

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 7 1

Γρανάζια

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 7 2

50 τόνοι μεταφέρουν 5 ΜW ισχύος και ροπή 4000 kNm!

Αυξάνουν ταχύτητα περιστροφής 50 έως 100 φορές

Χρησιμοποιούνται παντού, από ρολόγια 
χειρός έως ανεμογεννήτριες
Ακρίβεια στην μεταφορά ισχύος και 
κίνησης μεταξύ αξόνων

1
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Βασικό ζητούμενο σχεδιασμού

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 7 3

Διαθέσιμος 
Χώρος

Άξονας εισόδου 
ισχύος Α

Άξονας εξόδου 
ισχύος Β

Πώς θα μεταφερθεί η απαιτούμενη ισχύς από την παροχή (άξονας Α) στο 
έργο (άξονας Β)?

ΓΕΩΜΕΤΡΙΑ ΤΡΟΧΩΝ ΑΝΤΟΧΗ ΤΡΟΧΩΝ

Ποιος πρέπει να είναι ο λόγος των στροφών εισόδου-εξόδου (σχέση 
μετάδοσης)? Τι ροπή πρέπει να μεταφερθεί?

Βαθμίδες

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 7 4

Έξοδος Είσοδος

Ροή ισχύος

Σε ένα μειωτήρα στροφών κάθε ζεύγος τροχών ονομάζεται βαθμίδα (stage). 
Μπορεί να έχουμε 1,2 ή και 3 βαθμίδες, ανάλογα με την επιθυμητή σχέση 
μετάδοσης και τους περιορισμούς σχεδιασμού (πχ διαθέσιμος χώρος).

Two-stage reducer

Βασικό στοιχείο είναι η αναγνώριση της ροής ισχύος. Κάθε βαθμίδα μειώνει
(αυξάνει) τις στροφές 𝑛 και αυξάνει (μειώνει) την ροπή 𝑇. Η ισχύς 𝛮 = 𝑇 ∗ 2𝜋𝑛/60
μένει σταθερή αν αγνοήσουμε απώλειες στα ρουλεμάν και στην επαφή των 
τροχών.

3
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Γεωμετρία οδοντώσεων

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 7 5

ΚΡΙΣΙΜΑ ΓΕΩΜΕΤΡΙΚΑ ΜΕΓΕΘΗ

• Διάμετρος αρχικού κύκλου 𝑑ଵ και 𝑑ଶ

• Διάκεντρος 𝛼 = (𝑑ଵ + 𝑑ଶ)/2

• Αριθμός οδόντων Νଵ και Νଶ

• Βήμα οδόντωσης p

𝑝𝑁ଵ = 𝜋𝑑ଵ και 𝑝𝑁ଶ = 𝜋𝑑ଶ

• Module m

𝑚 =
𝑝

𝜋
=

𝑑ଵ

𝑁ଵ
=

𝑑ଶ

𝑁ଶ

Δύο συνεργαζόμενοι τροχοί 
έχουν το ίδιο module

Module m

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 7 6

𝑑௜ = 𝑚𝑁௜ 𝑎 = 𝑚(𝑁ଵ + 𝑁ଶ)/2

To module είναι τυποποιημένο και ο αριθμός δοντιών Ν 
ακέραιος, άρα
Η διάμετρος του τροχού και η διάκεντρος ενός ζεύγους 
είναι διακριτά, δλδ μπορούν να μόνο πάρουν 
συγκεκριμένες τιμές.

5
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Λοιπά γεωμετρικά μεγέθη

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 7 7

Ύψος κεφαλής ℎ௞ =
𝑑௞ − 𝑑

2
= 𝑚

Ύψος ποδός ℎగ =
𝑑 − 𝑑గ

2
= 1.25𝑚

Χάρη 𝑐 = 𝑎 −
𝑑ଵ௞ + 𝑑ଶగ

2
= 0.25𝑚

Διάμετροι: Αρχικού κύκλου d

Κύκλου κεφαλής dk

Κύκλου ποδός (ρίζας) dπ

Βασικού κύκλου db

ΠΡΟΣΟΧΗ! στο βιβλίο υπάρχει σύγχυση μεταξύ dπ και db

βιβλίο
db

Βασικός
κύκλος 

Βασικός κανόνας οδόντωσης

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 7 8

Γενικά, για μία τυχαία θέση κατά τη μετάδοση 
κίνησης από τυχαίο έκκεντρο σώμα 1 (κάμας-
cam) σε ένα άλλο 2 όπου το σημείο επαφής των 
σωμάτων είναι το c ισχύει ότι:

𝜔ଵ

𝜔ଶ
=

(𝐵𝑃)

(𝐴𝑃)
= 𝑖 (Σχέση μετάδοσης)

Γραμμή acb
κάθετη στις 
επιφάνειες 
επαφής.

Το P είναι το σημείο τομής της γραμμής acb με τη 
διάκεντρο.

Στις εφαρμογές, θέλουμε το 𝑖 να είναι σταθερό, άρα 
πρέπει το σημείο P να είναι σταθερό:

𝑖 =
𝜔ଵ

𝜔ଶ
=

𝑟஻

𝑟஺
=

𝑑ଶ

𝑑ଵ
= 𝑁ଶ/𝑁ଵΤότε:

7
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Καμπύλη εξειλιγμένης (involute curve)

9

Κατασκευή εξειλιγμένης

Το πλαϊνό προφίλ των δοντιών που 
έρχονται σε επαφή (ΚΑΤΑΤΟΜΗ) 
ορίζεται από την εξειλιγμένη καμπύλη.

Τυλίγουμε το βασικό κύκλο με νήμα 
afeb. Αρχικά, το b συμπίπτει με το a.

Ξετυλίγω, ώστε 𝑒𝑏 = 𝜏ό𝜉𝜊 𝑒𝑎 . 
Αυξάνοντας την γωνία θ, σχηματίζω την 
καμπύλη της εξειλιγμένης.

Ο κύκλος με ακτίνα Οα λέγεται βασικός 
κύκλος.

Βασικός κύκλος

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 7 10

Η γωνία φ λέγεται γωνία πίεσης

αρχικός κύκλος

γραμμή 
πίεσης

Βασικός 
κύκλος

Διάμετρος Βασικού Κύκλου

𝜑 = 20ఖ (14.5ఖ, 25ఖ)

Η γραμμή bga είναι η γραμμή πίεσης

Όλα τα σημεία επαφής των δοντιών ανήκουν 
στην bga

Το δόντι του Ο1 ορίζεται από την cd για > 𝑑௕ଵ

Το δοντι του Ο2 ορίζεται από την fg για > 𝑑௕ଶ

𝑑௕ = 𝑑଴ cos 𝜑

9
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Υποκοπές

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 7 11

Η κατατομή του δοντιού εσωτερικά του 
βασικού κύκλου (𝑟 < 𝑟௕) και μέχρι τη 
ρίζα του δοντιού δεν καθορίζεται από 
την εξειλιγμένη. (Περιοχή υποκοπής) 

Κύκλος κεφαλής

αρχικός κύκλος

Κύκλος ρίζας
Βασικός κύκλος

Υποκοπές

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 7 12

• Αριθμός δοντιών για αποφυγή υποκοπών

𝑁 ≥
2

sinଶ 𝜑
= 17 (𝛾𝜄𝛼 𝜑 = 20ఖ)

Στη περιοχή υποκοπών, θα υπήρχε επικάλυψη των συνεργαζόμενων δοντιών 
αλλά πραγματοποιούνται υποκοπές για την αποφυγή τους. Μεγάλο εύρος 
υποκοπών οδηγεί σε μείωση της αντοχής του δοντιού. Δεν θέλουμε να 
υπάρχει επαφή σε αυτή τη περιοχή για να έχουμε ομαλή μετάδοση

• Θετική μετατόπιση 𝑥 ∗ 𝑚

𝑁 ≥
2(1 − 𝑥)

sinଶ 𝜑
𝑥 ≥ 1 −

𝑁

2
sin 𝜑

Ελάχιστο Ν για 
δεδομένη x

Ελάχιστο x για 
δεδομένo N

Για σύστημα πινιόν-
κανόνα (δες μετά)

• Αριθμός δοντιών για αποφυγή υποκοπών σε ζεύγος τροχών με 
module m

𝑁௣ ≥
2

1 + 2𝑚 sinଶ 𝜑
(𝑚 + 𝑚ଶ + (1 + 2𝑚) sinଶ 𝜑

11
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Υποκοπές

• Κατασκευή πινιόν από κανόνα

Ο κανόνας μετατοπίζεται κατά 
x*m για την αποφυγή υποκοπών

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 7 13

• Μεγέθη του πινιόν που δεν 
αλλάζουν από την μετατόπιση

module, 𝑑, 𝑑௕

• Μεγέθη του πινιόν που 
αλλάζουν από την μετατόπιση

ℎ௞ = 𝑚 + 𝑥𝑚
ℎగ =  𝑚 − 𝑥𝑚

𝑎 = (𝑑ଵ + 𝑑ଶ)/2 + 𝑥𝑚

Λόγος Επαφής

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 7 14

𝑚௖ =
1

2𝜋 cos 𝜑
𝑁ଶ + 2 ଶ − 𝑁ଶ

ଶ cosଶ 𝜑 + 𝑁ଵ + 2 ଶ − 𝑁ଵ
ଶ cosଶ 𝜑 − 𝛮ଵ + 𝛮ଶ sin 𝜑

Για ομαλή λειτουργία θέλουμε 𝑚௖ > 1.3 (1.5)

Δίνει τον μέσο αριθμό δοντιών που βρίσκονται σε επαφή

13
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Εσωτερική οδόντωση

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 7 15

𝑎௫ =
𝑑௢ଶ − 𝑑௢ଵ

2

Διάκεντρος

Αρχικοί κύκλοι

𝑑௢ଵ =
2𝛼௫𝑁ଵ

𝑁ଶ − 𝑁ଵ
πινιόν

𝑑௢ଶ =
2𝛼௫𝑁ଶ

𝑁ଶ − 𝑁ଵ
τροχός

Οι σχέσεις αυτές με + ισχύουν για 
ζεύγος με εξωτερική οδόντωση

Πινιόν-κανόνας (rack and pinion)

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 7 16

Μετατροπή περιστροφικής σε γραμμική 
κίνηση και αντίθετα. 

Για μία πλήρη περιστροφή του πινιόν, ο 
κανόνας μετατοπίζεται κατά 

𝐿 = 𝜋𝑑଴ = 𝜋𝑚𝑁

Κανόνας. Ευθύγραμμα σώμα με 
οδόντωση, άπειρη θεωρητική 
ακτίνα και άπειρος αριθμός 
δοντιών. Προφίλ δοντιών 
ευθύγραμμο.

Χωρίς μετατόπιση
x

Εφαρμογή μετατόπισης x για αποφυγή 
υποκοπών

15
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Παράδειγμα γεωμετρίας 

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 7 17

Παράδειγμα γεωμετρίας κανόνα-πινιόν

Geartrains

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 7 18

Έξοδος Είσοδος

Ροή ισχύος
Two-stage reducer

𝑛ଵ, 𝑁ଵ

𝑛ଶ, 𝑁ଶ𝑛ଷ, 𝑁ଷ

𝑛ସ, 𝑁ସ

𝑖ଵ,ସ =
𝑛ଵ

𝑛ସ
=

𝑛ଵ

𝑛ଶଷ

𝑛ଶଷ

𝑛ସ

𝑖ଵ,ସ =
𝑁ଶ

𝑁ଵ

𝑁ସ

𝑁ଷ

Οι τροχοί στον παράλληλο άξονα 
(2,3) περιστρέφονται με την ίδια 
ταχύτητα 𝑛ଶ = 𝑛ଷ = 𝑛ଶଷ

17
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Πλανητικά συστήματα

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 7 19

Ηλιος (1) με εξωτερική οδόντωση και 
σταθερό κέντρο περιστροφής,

Πλανήτης (2) με εξωτερική οδόντωση και 
ελεύθερο κέντρο περιστροφής,

Εξωτερικός τροχός – ring (3) με εσωτερική 
οδόντωση (3)

Βραχίονας (4) που συγκρατεί τον πλανήτη 
γύρω από τον ήλιο 

𝑛ଵ𝑁ଵ = 𝑛ଶ𝑁ଶ + 𝑛ସ(𝑁ଵ + 𝑁ଶ)

𝑛ଷ𝑁ଷ = 𝑛ସ 𝑁ଵ + 𝑁ଶ − 𝑛ଶ𝑁ଶ

Πλανητικά συστήματα

• Υποπερίπτωση ακίνητου ring (3) – Είσοδος 1, Έξοδος 4

𝑖ଵ,ସ =
𝑛ଵ

𝑛ସ

𝑛ଵ𝑁ଵ = 𝑛ଶ𝑁ଶ + 𝑛ସ(𝑁ଵ + 𝑁ଶ)
0 = 𝑛ସ 𝑁ଵ + 𝑁ଶ − 𝑛ଶ𝑁ଶ

𝑛ଵ𝑁ଵ = 2𝑛ସ(𝑁ଵ + 𝑁ଶ)

𝑖ଵ,ସ =
𝑛ଵ

𝑛ସ
= 2 1 +

𝑁ଶ

𝑁ଵ

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 7 20
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Ερωτήσεις?

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 7 21
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Στοιχεία Μηχανών

Διάλεξη 7

Μετωπικοί Οδοντωτοί Τροχοί 
Ασκήσεις

Παναγιώτης Αλευράς 
(palevras@tuc.gr)

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 7 1

Άσκηση 1

• Μονοβάθμιος μειωτήρας μετωπικών οδοντωτών τροχών έχει στροφές 
εισόδου 1800 rpm και στροφές εξόδου 600 rpm. Υπολογίστε τα 
γεωμετρικά χαρακτηριστικά των τροχών του μειωτήρα εάν δίνεται ότι 
module≥ 4.

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 7 2

𝑛ଵ = 1800 𝑟𝑝𝑚 

𝑛ଶ = 600 𝑟𝑝𝑚 

1
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Άσκηση 1 - Λύση

• Αρχικά υπολογίζουμε την σχέση μετάδοσης

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 7 3

𝑖 =
𝑛ଵ

𝑛ଶ
=

1800 𝑟𝑝𝑚

600 𝑟𝑝𝑚
= 3 

• Άρα επιλέγω 𝑵𝟏 = 𝟏𝟖

𝑖 =
𝑛ଵ

𝑛ଶ
=

𝑑ଶ

𝑑ଵ
=

𝑁ଶ

𝑁ଵ
= 3 

• Γνωρίζοντας την σχέση μετάδοσης, έχουμε

• Ξεκινάμε με τον ελάχιστο Νଵ ώστε να αποφύγουμε υποκοπές.

Νଵ =
2

sinଶ 𝜑
=

2

sinଶ 20ఖ
~17.1

Άσκηση 1 - Λύση

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 7 4

• Δίνεται ότι 𝑚 ≥ 4

Άρα για 𝑵𝟏 = 𝟏𝟖

𝑁ଶ = 𝑖𝑁ଵ = 3 ∗ 18 = 54

𝑑ଶ = 𝑚𝑁ଶ = 4 ∗ 54 = 216 𝑚𝑚

𝑑ଵ = 𝑚𝑁ଵ = 4 ∗ 18 = 72 𝑚𝑚

Διάμετροι αρχικών κύκλων

Διάμετροι βασικών κύκλων

𝑑௕ଵ = 𝑑ଵ cos 𝜑 = 72 ∗ 0.94 = 67.7 𝑚𝑚

𝑑௕ଶ = 𝑑ଶ cos 𝜑 = 216 ∗ 0.94 = 203 𝑚𝑚

𝑎 =
𝑑ଵ + 𝑑ଶ

2
=

72 + 216

2
= 144 𝑚𝑚

𝑁ଶ = 54

𝑁ଵ = 18

𝑑ଶ

𝑑௕ଶ

𝑑௕ଵ

𝑑ଵ

𝜑

3

4
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Άσκηση 1 - Λύση

• Λοιπά γεωμετρικά μεγέθη

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 7 5

ℎ఑ = 𝑚 = 4 𝑚𝑚

𝑑఑ଵ = 𝑑ଵ + 2ℎ఑ = 72 + 2 ∗ 4 = 80 𝑚𝑚

Λόγος επαφής, 
𝑚௖ = 1.5

ℎగ = 1.25𝑚 = 1.25 ∗ 4 = 5 𝑚𝑚

𝑑గଵ = 𝑑ଵ − 2ℎగ = 72 − 2 ∗ 5 = 62 𝑚𝑚

𝑑఑ଶ = 𝑑ଶ + 2ℎ఑ = 216 + 2 ∗ 4 = 224 𝑚𝑚

ℎ = ℎ఑ + ℎగ = 4 + 5 = 9 𝑚𝑚

𝑑గଶ = 𝑑ଶ − 2ℎగ = 216 − 2 ∗ 5 = 206 𝑚𝑚

Περιφερειακή ταχύτητα στο σημείο 
κυλισεως

𝑉௣ =
𝜋𝑑ଵ(𝑚)𝑛ଵ(𝑟𝑝𝑚)

60
= 2.16 𝑚/𝑠

𝑉௣

ℎ఑

ℎగ

ℎ

𝑑ଵ 𝑑௕ଵ

Άσκηση 2

• Υπολογίστε τη γεωμετρία του προηγούμενου μειωτήρα με τον επιπλέον 
περιορισμό για τη διάκεντρο α=145 mm.

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 7 6

𝑛ଵ = 1800 𝑟𝑝𝑚 

𝑛ଶ = 600 𝑟𝑝𝑚 

𝑎 = 145 𝑚𝑚 

5

6
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Άσκηση 2 - Λύση

• Γνωρίζουμε την σχέση μετάδοσης 𝑖 = 3.

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 7 7

𝑎 = 145 ⇒
𝑑ଵ + 𝑑ଶ

2
= 𝑎 

𝑚𝑁ଵ + 𝑚𝑁ଶ = 2𝑎 

𝑚𝑁ଵ + 𝑚𝑖𝑁ଵ = 2𝑎 

𝑚𝑁ଵ(1 + 𝑖) = 2𝑎 

𝑚𝑁ଵ =
2𝑎

(1 + 𝑖)
 𝑑ଵ =

2𝑎

(1 + 𝑖)
 

Αρχική εκτίμηση διαμέτρου 
πινιόν από διάκεντρο α

Άσκηση 2 - Λύση

• Ισχύει ο περιορισμός 𝑚 ≥ 4.

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 7 8

𝑚 = 4 ⇒ 4 ∗ 𝑁ଵ =
2𝑎

(1 + 𝑖)

4 ∗ 𝑁ଵ =
2 ∗ 145

(1 + 3)

𝑚𝑁ଵ =
2𝑎

(1 + 𝑖)
 

𝑁ଵ = 18.125

𝑚 = 4.5 ⇒ 4.5 ∗ 𝑁ଵ =
2𝑎

(1 + 𝑖)

4.5 ∗ 𝑁ଵ =
2 ∗ 145

(1 + 3)

𝑁ଵ = 16.111

𝑁ଵ = 16.111 < 𝑁௠௜௡ = 17

• Δεν υπάρχει module και Ν που να ικανοποιεί το πρόβλημα.

7
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Άσκηση 2 - Λύση

• Εφαρμόζουμε μετατοπίσεις στον κανόνα κοπής και τις υπολογίζουμε.

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 7 9

𝑁ଵ = 18 ⇒ 𝑚 ∗ 18 =
2𝑎

(1 + 𝑖)
⇒ 𝑚 ∗ 18 =

2 ∗ 145

(1 + 3)
⇒ 𝑚 = 4.0277

• Τυποποιούμε το module προς τα κατω από Πιν 18.1, άρα m=4

• Εφαρμόζουμε μετατοπίσεις όπως στο 
σχήμα

𝑑ଵ + 𝑑ଶ + 𝑥ଵ + 𝑥ଶ 𝑚

2
= 𝑎 

Άσκηση 2 - Λύση

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 7 10

𝑚𝑁ଵ + 𝑚𝑁ଶ + 𝑥ଵ + 𝑥ଶ 𝑚

2
= 𝑎 

𝑚𝑁ଵ + 𝑚𝑖𝑁ଵ + 𝑥ଵ + 𝑥ଶ 𝑚

2
= 𝑎 

4𝑁ଵ + 4 ∗ 3 ∗ 𝑖𝑁ଵ + 𝑥ଵ + 𝑥ଶ 4

2
= 145

4𝑁ଵ + 𝑥ଵ + 𝑥ଶ = 72.5

• Επιλέγω 𝛮ଵ = 18 απ’όπου προκύπτει 𝑥ଵ + 𝑥ଶ = 0.5

9
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Άσκηση 2 - Λύση

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 7 11

• Επιμερισμός συνολικής μετατόπισης στο πινιόν και στον τροχό

𝑥ଵ =
𝑥ଵ + 𝑥ଶ

𝑖 + 1

𝑥ଶ = 𝑖𝑥ଵ

𝑥ଵ =
0.5

4
= 0.125

𝑥ଶ = 3 ∗ 0.125 = 0.375

Έλεγχος μετατόπισης πινιόν

Διάγραμμα μέγιστου x για πινιόν βάσει πλάτους 
κεφαλής 𝑆௞. Συνήθως θέλω 𝑆௞ = 0.25𝑚

Άσκηση 2 - Λύση

Γεωμετρικά μεγέθη ζεύγους

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 7 12

ℎ఑ଵ = 𝑚 + 𝑥ଵ𝑚 = 4.5 𝑚𝑚

ℎగଵ = 1.25𝑚 − 𝑥ଵ𝑚 = 4.5 𝑚𝑚

ℎଵ = ℎ఑ଶ + ℎగଶ = 4.5 + 4.5 = 9 𝑚𝑚

ℎ఑ଶ = 𝑚 + 𝑥ଶ𝑚 = 5.5 𝑚𝑚

ℎగଶ = 1.25𝑚 − 𝑥ଶ𝑚 = 3.5 𝑚𝑚

ℎଶ = ℎ఑ଶ + ℎగଶ = 5.5 + 3.5 = 9 𝑚𝑚

𝑑ଵ = 𝑚𝑁ଵ = 4 ∗ 18 = 72 𝑚𝑚 𝑑ଶ = 𝑚𝑁ଶ = 4 ∗ 54 = 216 𝑚𝑚

𝑑௕ଵ = 𝑑ଵ cos 𝜑 = 72 ∗ 0.94 = 67.7 𝑚𝑚 𝑑௕ଶ = 𝑑ଶ cos 𝜑 = 216 ∗ 0.94 = 203 𝑚𝑚

𝑑఑ = 𝑑ଵ + 2ℎ௞ଵ = 81 𝑚𝑚

𝑑గଵ = 𝑑ଵ − 2ℎగଵ = 63 𝑚𝑚

𝑑఑ଶ = 𝑑ଶ + 2ℎ௞ଶ = 227 𝑚𝑚

𝑑గଶ = 𝑑ଶ − 2ℎగଶ = 209 𝑚𝑚

ΠΙΝΙΟΝ ΤΡΟΧΟΣ

11
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Άσκηση 3

• Υπολογίστε διβάθμιο μειωτήρα μετωπικών οδοντωτών τροχών για την 
μεταφορά 10 ΗP με στροφές εισόδου 1200rpm και εξόδου 100 rpm

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 7 13

𝑛ଵ = 1200 𝑟𝑝𝑚 𝑛ସ = 100 𝑟𝑝𝑚 

2
3

Άσκηση 3 - Λύση

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 7 14

• Υπολογισμός ολικής σχέσης μετάδοσης και επιμερισμός της στις δυο 
βαθμίδες

𝑖ఖఒ =
𝑛ସ

𝑛ଵ
=

1200 𝑟𝑝𝑚

100 𝑟𝑝𝑚
= 12

𝑖ఖఒ = 𝑖ଵଶ𝑖ଷସ =
𝑁ଶ

𝑁ଵ

𝑁ସ

𝑁ଷ

Επιλέγω από διάγραμμα 
𝑖ଵଶ = 4 και 𝑖ଷସ = 3

𝛮ଶ = 4𝛮ଵ και 𝛮ସ = 3𝛮ଷ

13
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Άσκηση 3 - Λύση

• Επιλογή module από Σχ. 18.16

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 7 15

• Το διάγραμμα δίνει καμπύλες 
ελάχιστου module σε σχέση με την 
μεταφερόμενη ισχύ και τις στροφές 
του πινιόν

𝑛ଵ = 1200 𝑟𝑝𝑚 , 𝑃ଵ = 10 𝐻𝑃

Επιλέγω module m=4 για την 
βαθμίδα 12

𝑛ଷ = 𝑛ଶ =
𝑛ଵ

𝑖ଵଶ
=

1200

4
= 300𝑟𝑝𝑚, 𝑃ଵ = 10 𝐻𝑃

Επιλέγω module m=5 για την 
βαθμίδα 34

Άσκηση 3 - Λύση

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 7 16

• Επιλογή αριθμού οδόντων

𝛮ଵ = 18 𝛮ଷ = 18 𝛮ସ = 54𝛮ସ = 72

• Έλεγχος με περιφερειακή ταχύτητα

𝑉௣ଵ =
𝜋𝑑ଵ(𝑚)𝑛ଵ(𝑟𝑝𝑚)

60

𝑉௣ଵଶ =
𝜋 ∗ 0.072 ∗ 1200

60
= 4.5 𝑚/𝑠

𝑉௣ଷସ =
𝜋𝑑ଶ(𝑚)𝑛ଶ(𝑟𝑝𝑚)

60

𝑉௣ଷସ =
𝜋 ∗ 0.09 ∗ 300

60
= 1.4 𝑚/𝑠

𝑑ଵ = 𝑚ଵ𝑁ଵ = 4 ∗ 18 = 72𝑚𝑚 𝑑ଷ = 𝑚ଷ𝑁ଷ = 5 ∗ 18 = 90𝑚𝑚

15
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Άσκηση 3 - Λύση

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 7 17

<11 έως 5>5𝑉௉

14-2018-2220-25∆όντια 
πινιόν

𝑉௣ଵଶ = 4.5 𝑚/𝑠 κοντά στο όριο του 5m/s, άρα τελική επιλογή 𝑁ଵ = 21

Βαθμίδα 12 

𝛮ଵ = 21 𝛮ଶ = 𝑖ଵଶ𝑁ଵ = 84

𝑚ଵଶ = 4

𝑑ଵ = 84 𝑚𝑚

𝑑ଶ = 336 𝑚𝑚

𝑎 = 210 𝑚𝑚

𝑚௖ଵଶ = 1.56

Βαθμίδα 34

𝛮ଷ = 18 𝛮ସ = 𝑖ଷସ𝑁ସ = 54

𝑚ଵଶ = 5

𝑑ଵ = 90 𝑚𝑚

𝑑ଶ = 270 𝑚𝑚

𝑎 = 180 𝑚𝑚

𝑚௖ଵଶ = 1.5

Ερωτήσεις?

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 7 18

17
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Στοιχεία Μηχανών

Διάλεξη 8

Μετωπικοί Οδοντωτοί Τροχοί -
Δυναμεις

Παναγιώτης Αλευράς 
(palevras@tuc.gr)

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 8 1

Δυνάμεις Μετωπικών

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 8 2

Σε μία άσκηση Στατικής Αντοχής 
είχε δοθεί η παραδίπλα βοήθεια

1

2
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Δυνάμεις Μετωπικών

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 8 3

Ισχύς Ν παραμένει σταθερή

Ν = Μ୲ଵ 𝜔ଵ =  𝑀௧ଶ 𝜔ଶ M௧ଵ𝑖 𝜔ଶ =  𝑀௧ଶ𝜔ଶ

𝑖 =  M௧ଶ/M୲ଵ

𝜑

Δύναμη στον 
τροχό

Δύναμη στο πινιόν

Ft

FrFn

𝐹௡ = 𝐹௧/cos𝜑

P

P

𝐹௥ = 𝐹௡ 𝑠𝑖𝑛𝜑

𝐹௧ =
2𝑀௧ଵ

𝑑ଵ
=

2𝑀௧ଶ

𝑑ଶ

Περιφερειακή δύναμη που μεταφέρει ροπή

Ακτινική δύναμη (συνήθως πολύ μικρότερη)

Δύναμη κάθετη στο σημείο επαφής

Δυνάμεις Μετωπικών

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 8 4

𝑟௕ଵ

𝜑

𝑟ଵ

P

A

Επαφή (χωρίς υποκοπές) ορίζεται μεταξύ Α 
και P και μεταξύ P και Β

Β

Στο P:
Ft

FrFn

M୲ଵ = F୲ଵrଵ

M୲ଵ = F୬ଵcosφ rଵ

Στο Α: Fn
M୲ଵ = F୬ଵr௕ଵ

M୲ଵ = F୬ଵrଵcosφ

𝑟௕ଵ

Μεταξύ Α και P:

𝑟௕ଵ
𝜑

𝑟ଵ
𝜃

P

A

Ft

FnM୲ଵ = F୲ଵr஘ଵ

M୲ଵ = F୬ଵcos φ − θ
rୠଵ

cos φ − θ
M୲ଵ = F୬ଵrୠଵ = F୬ଵrଵcosφ

ΣΤΑΘΕΡΗ ΡΟΠΗ

3
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Δυνάμεις Μετωπικών

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 8 5

Άρα εργαζόμαστε με την Fn στο 
σημείο P

M୲(kpcm) = 71620
N HP

𝑛(𝑟𝑝𝑚)

𝐹௧ =
2𝑀௧ଵ

𝑑ଵ
=

2𝑀௧ଶ

𝑑ଶ

𝐹௡ = 𝐹௧/cos𝜑

Που αντιστοιχεί σε περιφερειακή 
δύναμη:

Μεταφέροντας στρεπτική ροπή

Αντοχή δοντιού

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 8 6

Τάσεις λόγω κάμψης (Αντοχή σε κάμψη)

Τάσεις στην περιοχή επαφής (Επιφανειακή αντοχή)

Διακρίνουμε δύο τύπους σημαντικής φόρτισης

5

6



4

Κάμψη Lewis

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 8 7

Πάχος δοντιού t

πλάτος δοντιού b

ύψος δοντιού L

ρίζα δοντιού

κεφαλή δοντιού

𝐹௧

Θεωρούμε το δόντι ως δοκό τετραγωνικής διατομής μεταβλητού πάχους σε 
κάμψη υπό την περιφερειακή δύναμη Ft.

Υποθέτουμε ότι η δύναμη ασκείται 
στην κεφαλή του δοντιού

𝜎 =
𝑀௧𝑐

𝐼

𝜎 =
𝐹௧𝐿

𝑡
2

(𝑏𝑡ଷ/12)

Διατομή ρίζας 
δοντιού t

b

𝐹௧

Κάμψη Lewis

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 8 8

𝜎 =
𝐹௧𝐿

𝑡
2

(𝑏𝑡ଷ/12)
=

6𝐹௧𝐿

𝑏𝑡ଶ

𝑥

𝑡/2
=

𝑡/2

𝐿
⇒ 𝐿 =

𝑡ଶ

4𝑥

Όμοια τρίγωνα

𝐹௧ =
𝜎𝑏𝑡ଶ

6𝐿
⇒ 𝐹௧ = 𝜎𝑏

2𝑥

3𝑝
𝑝

Συντελεστής Lewis 𝑦 =
2𝑥

3𝑝

𝑌 = 𝑦𝜋/𝑚

𝐹௧ = 𝜎𝑏𝑦𝑝 ⇒ 𝐹௧ = 𝜎𝑏𝑌𝑚

Άρα, έχω την δύναμη για ένα 𝜎ఌగ

7
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Συντελεστής Lewis

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 8 9

𝐹௧ = 𝜎𝑏𝒀𝑚/𝑘௙ Επιλογή από Πιν. 18.10 σελ.787

Κάμψη Lewis

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 8 10

𝐹௧ = 𝜎𝑏𝑌𝑚/𝑘௙
Εισάγουμε τον συντελεστή συγκέντρωσης 
τάσης στη ρίζα του δοντιού, 𝑘௙

𝑘௙ = 𝐻 +
𝑡

𝑟

௉ 𝑡

𝐿

ெ 𝐻 = 0.340 − 0.458366 𝜑(𝑟𝑎𝑑)

𝑃 = 0.316 − 0.458366 𝜑(𝑟𝑎𝑑)

𝑀 = 0.290 − 0.458366 𝜑(𝑟𝑎𝑑)

𝑟 =
ℎగ − 𝜌௙

ଶ

𝑑
2

+ ℎగ − 𝜌௙

ℎగ = 1.25𝑚 το ύψος ποδός
𝑑 = 𝑚𝑁 η αρχική διάμετρος
𝜌௙ ακτίνα καμπυλότητας στην ρίζα
L = 2.25𝑚 το ύψος του δοντιού
𝑡 = 𝑚𝜋/2 το πάχος του δοντιού

𝐹ௗ = 𝐾௨𝐹௧

𝐹ௗ =
3 + 𝑢௣

3
𝐹௧

𝑢௣ =
𝑑𝜋𝑛

60
Περιφερειακή ταχύτητα

ΔΥΝΑΜΗ ΣΧΕΔΙΑΣΜΟΥ

9

10



6

Παράδειγμα 𝑘௙

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 8 11

Αντοχή Υλικών

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 8 12

11
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Επιφανειακή Αντοχή

• Τάσεις στην επαφή βάσει επαφής Hertz

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 8 13

𝜎 =
𝐹

1
𝑅ଵ

+
1

𝑅ଶ

𝜋𝐿
1 − 𝑣ଵ

ଶ

𝐸ଵ
+

1 − 𝑣ଶ
ଶ

𝐸ଶ

𝑅ଵ = 𝑟ଵ sin 𝜑 , 𝑅ଶ = 𝑟ଶ sin 𝜑

𝜎 = 𝑆௘ λαμβάνω το όριο διαρκούς αντοχής

𝐿 = 𝑏 ίσο με το πλάτος δοντιού

𝑣, 𝐸 λόγος Poisson και μέτρο ελαστικότητας

𝐹 = 𝐹௡ ίση με τη δύναμη επαφής

Επιφανειακή Αντοχή

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 8 14

𝐹௡ =
𝑆௘

ଶ𝑏 sin 𝜑
1

𝐸ଵ
+

1
𝐸ଶ

0.7
𝑑ଵ + 𝑑ଶ

𝑑ଵ𝑑ଶ

Υποθέτοντας 𝑣 = 0.3

𝐹௡ = 𝑑ଵ𝑏𝑄𝐾

𝑄 =
2𝑁ଶ

𝑁ଵ + 𝑁ଶ

𝐾 =
𝑆௘

ଶ sin 𝜑

1.4

1

𝐸ଵ
+

1

𝐸ଶ

Λαμβάνεται από Πιν. 18.12 σελ. 791 αν δεν 
υπάρχουν άλλα δεδομένα

Εξαρτάται μόνο από τον αριθμό των δοντιών

κατά Buckingham

13
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Επιφανειακή Αντοχή Buckingham

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 8 15

𝐹௡ = 𝑑ଵ𝑏𝑄𝐾

𝐹௡ =
𝐹௧

cos 𝜑

𝐹௧ =
2𝑀௧ଵ

𝑑ଵ
= 2 ∗ 71620

𝑁ு௉

𝑛ଵ𝑑ଵ

𝑄 =
2𝑁ଶ

𝑁ଵ + 𝑁ଶ
=

2𝑖

𝑖 + 1

71620𝑁ୌ୔ 𝑖 + 1

𝑖𝑛ଵ𝐾
=

𝑏

𝑑ଵ
𝑁ଵ

ଷ𝑚

Χρησιμοποιώντας τις 
σχέσεις

Το πλάτος b λαμβάνεται 9m<b<13m

Αντοχή

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 8 16

71620𝑁ୌ୔ 𝑖 + 1

𝑖𝑛ଵ𝐾
=

𝑏

𝑑ଵ
𝑁ଵ

ଷ𝑚

𝐹௧ = 𝜎𝑏𝑌𝑚/𝑘௙

2Μ௧ଵ

𝑑ଵ
= 𝜎𝑏𝑌𝑚/𝑘௙

2 ∗ 71620𝑁ு௉

𝑛ଵ𝑑ଵ
=

𝜎ఌగ𝑏𝑌𝑚

𝑘௙

κατά Buckingham

κατά Lewis

Συσχετίζουν τα χαρακτηριστικά της βαθμίδας 𝑑ଵ, 𝑚, 𝑁ଵ, 𝑏 με την 
επιδιωκόμενη μεταφορά ισχύος Νு௉, 𝑛ଵ, 𝑖 και το υλικό 𝜎ఌగ, 𝐾

15
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Άσκηση

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 8 17

Ερωτήσεις?

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 8 18
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Στοιχεία Μηχανών

Διάλεξη 8

Μετωπικοί Οδοντωτοί Τροχοί -
Δυναμεις

Παναγιώτης Αλευράς 
(palevras@tuc.gr)

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 8 1

Αντοχή δοντιού

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 8 2

Τάσεις λόγω κάμψης (Αντοχή σε κάμψη Lewis)

Τάσεις στην περιοχή επαφής (Επιφανειακή αντοχή
Buckingham)

Διακρίνουμε δύο τύπους σημαντικής φόρτισης

Έλεγχος Αντοχής AGMA
(American Gear Manufacturers 
Association)

Φθορά στην επιφάνεια επαφής (pitting) 
https://doi.org/10.1007/978-0-387-92897-5_571

1

2
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Αντοχή σε Κάμψη - AGMA

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 8 3

𝜎௧ =
𝐹௧

𝑚𝑏𝐽
𝐾௢𝐾௩𝐾௦𝐾௠𝐾஻ ≤ 𝑆ఌగ =

𝑆௔௧𝐾௅

𝑆ி𝐾்𝐾ோ

𝜎௧ =
𝐹௧

𝑚𝑏𝐽
𝐾௢𝐾௩𝐾௦𝐾௠𝐾஻ ≤ 𝑆ఌగ =

𝑆௔௧𝐾௅

𝑆ி𝐾்𝐾ோ

Αντιστοιχεί στις 
καμπτικές τάσεις 
κατά Lewis

Συντελεστές που 
τροποποιούν την 
επιτρεπόμενη τάση

Συντελεστής 
Ασφαλείας AGMA

Συντελεστές που τροποποιούν την 
τιμή της υπολογιζόμενης τάσης

Επιτρεπόμενη τάση υλικού

Συντελεστής Γεωμετρίας 𝐽

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 8 4

𝜎௧ =
𝐹௧

𝑚𝑏𝐽
𝐾௢𝐾௩𝐾௦𝐾௠𝐾஻ ≤ 𝑆ఌగ =

𝑆௔௧𝐾௅

𝑆ி𝐾்𝐾ோ

Αντίστοιχο του συντελεστή 
Lewis, Υ. Περιέχει συντελεστή 
συγκέντρωσης τάσεων

3
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Συντελεστής Υπερφόρτισης 𝐾௢

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 8 5

𝜎௧ =
𝐹௧

𝑚𝑏𝐽
𝐾௢𝐾௩𝐾௦𝐾௠𝐾஻ ≤ 𝑆ఌగ =

𝑆௔௧𝐾௅

𝑆ி𝐾்𝐾ோ

Αποκλίσεις από το θεωρούμενο φορτίο 𝐹௧. Πιο έντονο σε εφαρμογές με 
περιοδικότητα (πχ μηχανές εσωτερικής καύσης)

Δυναμικός Συντελεστής 𝐾௩

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 8 6

𝜎௧ =
𝐹௧

𝑚𝑏𝐽
𝐾௢𝐾௩𝐾௦𝐾௠𝐾஻ ≤ 𝑆ఌగ =

𝑆௔௧𝐾௅

𝑆ி𝐾்𝐾ோ

𝛫௩ =
𝐴 + 200𝑣௧

𝐴

஻

𝐴 = 50 + 56(1 − 𝐵)

𝐵 =
12 − 𝑄௩

ଶ
ଷ

4

𝑣௧ =
𝜋𝑛𝑑

60

Αντίστοιχο του δυναμικού 
συντελεστή κατά Lewis. Πιο 
λεπτομερής συσχέτιση.

Εκφράζει αποκλίσεις από την ιδεατή 
σταθερή ταχύτητα λόγω κατασκευαστικών 
ατελειών

5
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Συντελεστές 𝐾௦ και 𝐾௠

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 8 7

𝜎௧ =
𝐹௧

𝑚𝑏𝐽
𝐾௢𝐾௩𝐾௦𝐾௠𝐾஻ ≤ 𝑆ఌగ =

𝑆௔௧𝐾௅

𝑆ி𝐾்𝐾ோ

𝑲𝒔 κάμψηςModule m

1.00<= 5

1.056.0

1.158.0

1.2512.0

1.4020.0

Συντελεστής Μεγέθους 𝐾௦

Συντελεστής Διανομής Φορτίου 
𝐾௠

Συντελεστής Πάχους Στεφάνης 𝐾஻

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 8 8

𝜎௧ =
𝐹௧

𝑚𝑏𝐽
𝐾௢𝐾௩𝐾௦𝐾௠𝐾஻ ≤ 𝑆ఌగ =

𝑆௔௧𝐾௅

𝑆ி𝐾்𝐾ோ

Για μικρό πάχος στεφάνης το καμπτικό φορτίο μπορεί να οδηγήσει σε 
αστοχία στη στεφάνη αντί στη ρίζα του δοντιού

7
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Αντοχή σε Κάμψη 𝑆௔௧

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 8 9

Σχήμα 18.30

Σχήμα 18.31 Σχήμα 18.32

Συντελεστής Διάρκειας Ζωής 𝐾௅

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 8 10

𝜎௧ =
𝐹௧

𝑚𝑏𝐽
𝐾௢𝐾௩𝐾௦𝐾௠𝐾஻ ≤ 𝑆ఌగ =

𝑆௔௧𝐾௅

𝑆ி𝐾்𝐾ோΓια 10଻ κύκλους 𝐾௅ = 1

Κόπωση από αριθμό κύκλων 
φόρτισης

9

10
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Συντελεστές

• Συντελεστής ασφαλείας 𝑆ி
𝑆ி = 1.5 − 2.5

• Συντελεστής Θερμοκρασίας 𝐾்

𝐾் = 1 για Τ < 120ఖ 𝐶

• Συντελεστής Αξιοπιστίας 𝐾ோ

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 8 11

𝑲𝑹 κάμψηςΑπαίτηση

1.50.9999

1.250.999

10.99

0.850.9

0.70.5

𝜎௧ =
𝐹௧

𝑚𝑏𝐽
𝐾௢𝐾௩𝐾௦𝐾௠𝐾஻ ≤ 𝑆ఌగ =

𝑆௔௧𝐾௅

𝑆ி𝐾்𝐾ோ

Αντοχή Επιφάνειας - AGMA

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 8 12

𝜎௖ = 𝐶௣

𝐹௧

𝑏𝑑ଵ𝐼
𝐾௢𝐾௩𝐾௦𝐾௠𝐶௙ ≤ 𝑆ఌగ =

𝑆௔௖𝑍ே𝐶ு

𝑆ு𝐾்𝐾ோ

𝐶௣ =
ଵ

గ
భషೡభ

మ

ಶభ
ା

భషೡమ
మ

ಶమ

(Πιν. 18.19)

Βασίζεται στην ανάλυση κατά Buckingham με τροποποιητικούς συντελεστές 
στην υπολογιζόμενη τάση και την επιτρεπόμενη τάση

όπου

𝐹௧ η εφαπτομενική δύναμη

𝐹௧ το πλάτος του τροχού

𝑑ଵ η αρχική διάμετρος του πινιόν

Οι συντελεστές 𝑲𝒐, 𝑲𝒗, 𝑲𝒔, 𝑲𝒎

και 𝑲𝑻, 𝑲𝑹 βρίσκονται όπως 
στην αντοχή κάμψης AGMA, 
και έχουν το ίδιο νόημα.

Επίσης, συνήθως 𝑪𝒇 = 𝟏

11
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Συντελεστής Γεωμετρίας 𝐼

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 8 13

Επιτρεπόμενη Πίεση επαφής 𝑆௔௖

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 8 14

13

14
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Συντελεστής Διάρκειας Ζωής 𝑍ே

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 8 15

Για 10଻ κύκλους Ζஅ = 1

Κόπωση από αριθμό κύκλων 
φόρτισης

𝜎௖ = 𝐶௣

𝐹௧

𝑏𝑑ଵ𝐼
𝐾௢𝐾௩𝐾௦𝐾௠𝐶௙ ≤ 𝑆ఌగ =

𝑆௔௖𝑍ே𝐶ு

𝑆ு𝐾்𝐾ோ

Συντελεστής λόγου σκληρότητας 𝐶௴

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 8 16

Συντελεστής επιφανειακών συνθηκών για αντίσταση 
σε φθορά. Για το πινιόν, 𝑪𝑯 = 𝟏

Για το τροχό από Σχ. 18.40 και 18.41

Πινιόν-τροχός σκλήρυνση σε βάθος
Πινιόν επιφανειακή σκλήρυνση
Τροχός σκλήρυνση σε βάθος

15
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Ερωτήσεις?

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 8 17

17



1

1

13η Διάλεξη:
Έδρανα κύλισης – Τοποθέτηση –
Βλάβες - Υπολογισμοί

2

Λειτουργία εδράνων κύλισης

Τα έδρανα κύλισης είναι βαρέων καθηκόντων στοιχεία μηχανών με κινούμενα μέρη υψηλής
ακρίβειας. Προκειμένου να χρησιμοποιηθεί πλήρως η ικανότητά τους, ο Μηχανικός πρέπει να
επιλέξει το κατάλληλο έδρανο και να ταιριάξει τις ιδιότητές του με εκείνες των εξαρτημάτων με τα
οποία θα συνεργαστεί. Η συναρμολόγηση και αποσυναρμολόγηση, η λίπανση, η
στεγανοποίηση και η συντήρηση είναι πολύ σημαντικές και πρέπει να τυχαίνουν ιδιαίτερης
προσοχής.

Πηγή: FAG Industrial Bearings A G

1

2
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Η «κύλιση» ανά τους αιώνες

3500 π.Χ.
Με κύλιση σε ξύλινους κυλίνδρους οι πρόγονοί μας μείωσαν
πολύ την προσπάθεια που χρειαζόταν για να μετακινηθεί ένα
φορτίο. Αυτό ήταν μια πολύ σημαντική βελτίωση σε σχέση με την
προσπάθεια που χρειαζόταν κατά την μετακίνηση των φορτίων με
ολίσθηση. Το σύγχρονο έδρανο κύλισης βασίστηκε ακριβώς
πάνω σε αυτό το ξεκίνημα.

700 π.Χ.

Τα πρώτα έδρανα κύλισης

1794 μ.Χ.

186940 μΧ

Α
ξο

νι
κό

 έ
δ

ρ
α

νο
 κ

ύ
λ

ισ
η

ς 
μ

ε 
ξύ

λ
ιν

ες
 σ

φ
α

ίρ
ες

 α
π

ό
 

να
υ

ά
γ

ιο
 ρ

ω
μ

α
ϊκ

ο
ύ

 π
λο

ίο
υ

. 

Πρόγονοι των σημερινών εδράνων
κύλισης που χρησιμοποιούνταν σε
άμαξες.

3
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Διείσδυση των εδράνων κύλισης στην σημερινή 
κατασκευαστική βιομηχανία

6

Πλεονεκτήματα & Μειονεκτήματα εδράνων κύλισης

Πλεονεκτήματα

Χαμηλός συντελεστής τριβής. Εκκίνηση και στάση χωρίς φθορά

Δεν έχουν ανάγκη συντήρησης, ελάχιστη ποσότητα λιπαντικού

Μεγαλύτερο επιτρεπόμενο φορτίο στις ίδιες διαστάσεις

Τα χαρακτηριστικά του στροφέα δεν επηρεάζουν την αντοχή τους

Χαμηλότερο κόστος κατασκευής σε μικρές διαμέτρους στροφέων

Μειονεκτήματα

Ευαισθησία σε κρουστικά φορτία και κραδασμούς

Υψηλός θόρυβος κατά τη λειτουργία

Περιορισμένη ταχύτητα περιστροφής σε μεγάλες διαμέτρους

Υψηλότερο κόστος κατασκευής σε μεγάλες διαμέτρους

Περιορισμένη διάρκεια ζωής

+

-
Ευαισθησία σε ακαθαρσίες

5

6
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7

Είδη σωμάτων κύλισης - Τριβή

Σφαιρικά
Συμμετρικά 
Βαρελοειδή

Κυλινδρικά

Βελονοειδή

Κωνικά

Ασύμμετρα 
Βαρελοειδή

Θέσεις τριβής κατά την κύλιση

Φορτίσεις εδράνων κύλισης

Αξονική φόρτιση

Εγκάρσια φόρτιση Σύνθετη φόρτιση

Στις περισσότερες εφαρμογές τα έδρανα κύλισης δεν παραλαμβάνουν ένα καθαρά εγκάρσιο ή ένα
καθαρά αξονικό φορτίο, αλλά παραλαμβάνουν ένα συνδυασμένο φορτίο, πού συντίθεται από ένα
εγκάρσιο και ένα αξονικό φορτίο.

7
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Απλό και διπλό ένσφαιρο δακτυλιοειδές βαθέος 
αύλακος έδρανο κύλισης

Απλό ένσφαιρο δακτυλιοειδές βαθέος αύλακος
έδρανο κύλισης
Διαθέτει μία σειρά σφαιρών ως κυλιόμενα σώματα
και μπορεί να δέχεται εγκάρσιες και αξονικές
δυνάμεις.

Τη στήριξη των σφαιρών αναλαμβάνει
ισχυρός κλωβός. Είναι το πιο ευρέως
χρησιμοποιούμενο έδρανο κύλισης.

Ασφάλεια
ατράκτου

πλήμνη

Σώμα
κύλισης

άτρακτος

Διπλό ένσφαιρο δακτυλιοειδές έδρανο κύλισης
Αποτελείται από δύο σειρές σφαιρών που
κυλίονται σε ξεχωριστές τροχιές. Παραλαμβάνουν
υψηλά εγκάρσια και αξονικά φορτία σε όλες τις
κατευθύνσεις. Πλεονέκτημά τους είναι ότι
συγκριτικά με δύο απλά ένσφαιρα έδρανα της ίδιας
συνολικής αντοχής, καταλαμβάνουν μικρότερο
χώρο.

Ασφάλεια
ατράκτου

Αυτορρυθμιζόμενα έδρανα

Αυτορρυθμιζόμενα έδρανα κύλισης
Χρησιμοποιούνται προκειμένου να αντιμετωπίσουν μεγάλες
αποκλίσεις του άξονα της ατράκτου. Αυτορυθμίζονται λόγω της
διαμόρφωσης των διαδρόμων κύλισης στους δακτυλίους
περιορίζοντας όμως με τον τρόπο αυτό την αντοχή του εδράνου.

πλήμνη

Σώμα
κύλισης

άτρακτος

9
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Έδρανα πλάγιας επαφής

Έδρανα κύλισης πλάγιας επαφής
Διαθέτουν υψηλή αντοχή σε αξονικά φορτία σε μία κατεύθυνση.
Χρησιμοποιούνται συχνά ανά ζεύγη με σκοπό την υψηλή αντοχή σε
αξονικά φορτία και προς τις δύο κατευθύνσεις.

πλήμνη

Σώμα
κύλισης

άτρακτος

Κυλινδρικά έδρανα κύλισης

Κυλινδρικά έδρανα κύλισης
Έχουν κυλινδρικά σώματα κύλισης τα οποία
εργάζονται σε διαδρόμους κυλινδρικής
μορφής. Μπορούν να παραλαμβάνουν μόνο
εγκάρσια φορτία και χρησιμοποιούνται
συνήθως εκεί που η έδραση επιλέγεται
ελεύθερη ώστε να παραλαμβάνονται οι
θερμικές διαστολές και οι μετατοπίσεις των
ατράκτων λόγω φορτίων.

πλήμνη

Σώμα
κύλισης

άτρακτος

Ν ΝU ΝUP ΝJ

11
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Βαρελοειδή έδρανα κύλισης

Βαρελοειδή έδρανα κύλισης:
Έχουν διπλή σειρά βαρελοειδών σωμάτων κύλισης και μπορούν να παραλάβουν μεγάλα
εγκάρσια φορτία καθώς και αξονικά φορτία. Είναι αυτορρυθμιζόμενα.

πλήμνη

Σώμα
κύλισης

άτρακτος

λιπαντικό

Τάπα εισόδου
λιπαντικού

Στεγανοποιητικό

Περικόχλιο
ατράκτου

Βελονοειδή έδρανα κύλισης

Τα βελονοειδή έδρανα κύλισης
Είναι έδρανα κύλισης με κυλινδρικά
σώματα κύλισης, όπου όμως το μήκος
κύλισης είναι πολύ μεγαλύτερο από τη
διάμετρο του σώματος κύλισης. Είναι
γενικά ευαίσθητα στις παραμορφώσεις
της ατράκτου και υπό κανονικές
συνθήκες μπορούν να παραλάβουν πολύ
μεγάλα εγκάρσια φορτία.

πλήμνη

Σώμα
κύλισης

άτρακτος

13
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Κωνικά έδρανα κύλισης

Κωνικά έδρανα κύλισης
Μπορούν να παραλάβουν υψηλά φορτία, τόσο εγκάρσια
όσο και αξονικά. Βάσει της κατασκευής τους οι άξονες
συμμετρίας των κωνικών κυλιόμενων σωμάτων τέμνονται
σε κοινό σημείο του άξονα του εδράνου. Χρησιμοποιούνται
συνήθως σε χαμηλές ταχύτητες.

πλήμνη

Σώμα
κύλισης

άτρακτος

Αξονικά έδρανα κύλισης

κωνικά κυλιόμενα σώματα

Αξονικά έδρανα κύλισης
Παραλαμβάνουν αξονικά μόνο φορτία. Οι διάδρομοι κύλισης
των κυλιόμενων σωμάτων είναι κάθετοι στον άξονα του
εδράνου. Τα σώματα κύλισης μπορεί να είναι σφαιρικά,
κυλινδρικά ή βαρελοειδή και τα έδρανα αυτά μπορεί να είναι
απλά ή διπλά.

σφαιρικά κυλιόμενα σώματα

κυλινδρικά κυλιόμενα σώματαβελονοειδή κυλιόμενα σώματα

15
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17

Σταθερή κινητή έδραση

18

Τοποθέτηση λοξών εδράνων κύλισης για εδράσεις με προένταση

17

18
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19

Παραδείγματα εδράσεων με προένταση διάταξης Χ με λοξά έδρανα

20

Παραδείγματα εδράσεων με προένταση διάταξης Χ με κωνικά λοξά έδρανα

19

20
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21

Παραδείγματα πλωτής έδρασης

22

Περικόχλιο ατράκτου

Χρησιμοποιείται για την αξονική στερέωση στοιχείων μηχανών πάνω σε άξονες και ατράκτους που διαθέτουν
ανάλογο σπείρωμα.

21

22
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23

Περικόχλιο και ασφάλεια περικοχλίου ατράκτου

24

Μέθοδοι αξονικής στερέωσης εδράνων κύλισης

23

24
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25

Σύσφιξη με κοχλιοσύνδεση και Ασφάλειες ατράκτου και πλήμνης

26

Ασφάλειες ατράκτων κατά DIN 471

Για την αξονική στερέωση
των εδράνων κύλισης
χρησιμοποιούνται κυρίως
ασφάλειες που τοποθε-
τούνται σε εγκοπή στην
άτρακτο ή σε αντίστοιχη
εγκοπή στην πλήμνη. Οι
ασφάλειες αυτές είναι
τυποποιημένες και κατασκευ-
άζονται από χάλυβα
ελατηρίων ώστε να τοποθε-
τούνται με ευκολία στις
αντίστοιχες εγκοπές χωρίς
να παραμορφώνονται πλα-
στικά.

(διαστάσεις σε mm)

25
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27

Ασφάλειες ατράκτων κατά DIN 472

(διαστάσεις σε mm)

28

Έδραση άξονα

1. Άξονας

2. Πλήμνη (φωλιά)

3. Ρουλμάν

4. Ασφάλεια

5. Ασφάλεια άξονα

27

28
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Ονοματολογία εδράνων FAGΠηγή: FAG Industrial Bearings A G

Συμβολισμός εδράνων κύλισης

Ο συμβολισμός της σειράς των εδράνων κύλισης ορίζει το είδος του εδράνου και τη σειρά διαστάσεών
του κατά DIN 616 από την οποία προκύπτουν το πλάτος και η εξωτερική διάμετρος της σειράς του
εδράνου.

Ο συμβολισμός της εσωτερικής διαμέτρου των εδράνων κύλισης ορίζει τη διάσταση της εσωτερικής
οπής του εδράνου.

Τα προτιθέμενα σύμβολα καθορίζουν ότι ο συμβολισμός δεν αναφέρεται σε όλο το έδρανο αλλά σε
τμήμα αυτού ( Κ: Κλωβός με σώματα κύλισης, L : Ελεύθερο δακτύλιο, R : Έναν από τους δακτυλίους,
τον κλωβό και τα σώματα κύλισης)

Τα ακολουθούντα σύμβολα προσδιορίζουν αποκλίσεις από τις βασικές προτυποποιήσεις.
Χρησιμοποιούνται τα σύμβολα :
• Α, Β, C, D για παρεκκλίσεις εσωτερικής μορφής ή κατασκευής,
• D, J, K, N, NR, P για παρεκκλίσεις εξωτερικής μορφής
• RS, Z, ZN για προσδιορισμό του ειδικού τρόπου στεγανοποίησης

Ο βασικός συμβολισμός των εδράνων κύλισης
συντίθεται από το συμβολισμό της σειράς του εδράνου
και το συμβολισμό της εσωτερικής οπής του εδράνου
ενώ μπορεί να τοποθετούνται χαρακτηριστικά
προτιθέμενα ή ακολουθούντα σύμβολα.

29

30
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31

Συμβολισμός σειράς του εδράνου

10 σειρές πλάτους Β

7, 8, 9, 0, 1, 2, 3, 4, 5 και 6

9 σειρές εξωτερικής διαμέτρου D

7, 8, 9, 0, 1, 2, 3, 4 και 5

Συμβολισμός εσωτερικής διαμέτρου

31

32
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Πίνακας απλών ένσφαιρων δακτυλιοειδών εδράνων 
κύλισης κατά DIN 625

Αντοχή εδράνων κύλισης

Αντίθετα με τα έδρανα ολίσθησης, των οποίων η διάρκεια ζωής με κανονικές συνθήκες λειτουργίας
είναι απεριόριστη, η διάρκεια ζωής των εδράνων κύλισης περιορίζεται είτε από την κόπωση του
υλικού είτε από ένα ανώτατο επιτρεπόμενο όριο φθοράς των επιφανειών κύλισης των δακτυλίων και
των σωμάτων κύλισης.

H εκλογή του καταλλήλου είδους και μεγέθους του εδράνου καθορίζεται βασικά από το είδος και το
μέγεθος της ονομαστικής φόρτισης, πού πρέπει να παραλάβει, από την ταχύτητα περιστροφής του
στροφέα και τέλος από διάφορες ειδικές συνθήκες λειτουργίας, όπως π.χ. το είδος λίπανσης, τη
θερμοκρασία λειτουργίας, τις αυξομειώσεις του ονομαστικού φορτίου (κρούσεις) κ.λπ..

Ουσιαστικά η αντοχή ενός
εδράνου κύλισης εξαρτάται
βασικά από τις μηχανικές
ιδιότητες του υλικού του,
από τη μορφή, το μέγεθος
και τον αριθμό των σωμάτων
κύλισης, από τη μορφή και
το μέγεθος των αυλακιών
κύλισης των δακτυλίων ή
δίσκων, από τον συνολικό
αριθμό κυλίσεων των
σωμάτων κύλισης σε κάθε
ένα σημείο των αυλακιών
κύλισης και από την
κατανομή του φορτίου στα
σώματα κύλισης.

33
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Διάρκεια ζωής του εδράνου – Αριθμός δυναμικής 
αντοχής

Ένα έδρανο κύλισης, πού έχει κατασκευαστεί σύμφωνα με τις σχετικές προτυποποιήσεις
διαστάσεων και ανοχών, που έχει συναρμολογηθεί σύμφωνα με τις σχετικές οδηγίες και τέλος που
λιπαίνεται κανονικά και είναι σωστά στεγανοποιημένο, ανάλογα με τη λίπανση και τις συνθήκες του
περιβάλλοντος του, μπορεί για ένα συγκεκριμένο φορτίο και ένα συγκεκριμένο αριθμό στροφών να
λειτουργήσει επί ένα επίσης συγκεκριμένο χρονικό διάστημα, μετά την πάροδο του οποίου στις
καταπονούμενες επιφάνειες των σωμάτων κύλισης και των αυλακιών κύλισης εμφανίζονται διάφορα
σημεία κόπωσης, όπως ρωγμές, πόροι και εκκοιλάνσεις μικρού ή και μεγάλου μεγέθους.

Ο συνολικός αριθμός στροφών ή ωρών λειτουργίας ενός εδράνου κύλισης, κατά τον οποίο ένα
έδρανο μπορεί να λειτουργήσει κανονικά, έως ότου εμφανιστούν τα πρώτα σημεία κόπωσης,
ονομάζεται διάρκεια ζωής του εδράνου.

n60

01L
L

6

h 



Η ονομαστική διάρκεια ζωής σε ώρες λειτουργίας υπολογίζεται από τον
τύπο:

όπου L : η ονομαστική διάρκεια ζωής σε εκατομμύρια στροφές
n : αριθμός στροφών σε min-1

Για τον υπολογισμό ενός εδράνου κύλισης πρέπει να είναι γνωστός ο αριθμός δυναμικής αντοχής C.
Ο αριθμός αυτός είναι το σταθερό εκείνο φορτίο, για το οποίο η ονομαστική διάρκεια ζωής του
εδράνου είναι ένα εκατομμύριο στροφές (L = 1) ή 500 ώρες (Lh = 500 h) για αριθμό στροφών n = 33
1/3 min-1.

Υπολογισμός μελέτης εδράνου κύλισης

Για τον υπολογισμό μελέτης, όταν δηλαδή πρόκειται να εκλεγεί το κατάλληλο έδρανο για μία
συγκεκριμένη περίπτωση έδρασης, τότε από πίνακα εκλέγεται το κατάλληλο μέγεθος διάρκειας ζωής
για τη συγκεκριμένη εφαρμογή και τότε ο απαιτούμενος αριθμός δυναμικής αντοχής σε kp υπολογίζεται
με τον τύπο:

k
1

6
h

10

Ln06
PC 






 


Όπου:

P : ισοδύναμο φορτίο σε kp
Lh : η διάρκεια ζωής σε ώρες
n : αριθμός στροφών σε min-1

k : 3 για ένσφαιρα και 10/3 για
όλα τα άλλα έδρανα

O Πίνακας συστάσεων για την 
εκλογή της διάρκειας ζωής Lh

συνεχίζεται στο βιβλίο…

35
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Αριθμός δυναμικής και στατικής αντοχής των απλών 
ένσφαιρων δακτυλιοειδών εδράνων κύλισης κατά DIN 625

Διακυμάνσεις φορτίου και ταχύτητας περιστροφής –
Συντελεστής κρούσεων Cs

Οι εξωτερικές δυνάμεις, πού καταπονούν τα διάφορα στοιχεία μηχανών, είναι συνήθως βάρη, δυνάμεις
επιτάχυνσης ή επιβράδυνσης μαζών, δυνάμεις που προέρχονται από ροπές στέψης κατά τη μεταφορά
ισχύος από ένα στοιχείο σ' ένα άλλο κ.λπ.. Όταν οι εξωτερικές δυνάμεις των στοιχείων που στηρίζουν τα
έδρανα κύλισης είναι σε διεύθυνση, φορά και μέγεθος γνωστές, τότε οι δυνάμεις που φορτίζουν τα έδρανα
υπολογίζονται εύκολα με τη βοήθεια των νόμων της Τεχνικής Μηχανικής.

Πολλές φορές όμως στις δυνάμεις αυτές προστίθενται και άλλες, των οποίων το μέγεθος δεν μπορεί
εύκολα να προσδιοριστεί όπως οι δυνάμεις, που δημιουργούνται κατά τη διάρκεια κρουστικών φορτίσεων
απροσδιορίστου μεγέθους (π.χ. κατά την κατεργασία κοπής των εργαλειομηχανών, κατά τις κατεργασίες
μορφοποίησης, κατά τη λειτουργία εμβολοφόρων μηχανών (ΜΕΚ, αντλιών κ.λπ.), κατά τη λειτουργία
μειωτήρων με οδοντωτούς τροχούς, κατά την πορεία των διαφόρων οχημάτων κ.λπ..

Δεδομένου ότι στις περιπτώσεις αυτές δεν
είναι δυνατόν να εκτελεστεί ακριβής
υπολογισμός των πραγματικών δυνάμεων
πού φορτίζουν τα διάφορα στοιχεία
μηχανών, ο μελετητής περιορίζεται στον
ακριβή προσδιορισμό των γνωστών
ονομαστικών φορτίων, τα οποία στη
συνέχεια αυξάνει πολλαπλασιάζοντάς τα
με ένα συντελεστή κρούσεων Cs > 1,0.

37
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Υπολογισμός στατικής αντοχής

Ο στατικός αυτός υπολογισμός βασίζεται στην
απλή σύγκριση του αριθμού στατικής αντοχής C0
και του ισοδύναμου στατικού φορτίου Ρ ενός
εδράνου (C0 ≥ Ρ ). Ο αριθμός στατικής αντοχής
C0 είναι εκείνο το εγκάρσιο (αξονικό) φορτίο ενός
εγκάρσιου (αξονικού) εδράνου, το οποίο σε ένα
ακίνητο έδρανο δημιουργεί στη θέση μέγιστης
καταπόνησης (μέγιστης επιφανειακής πίεσης)
των σωμάτων κύλισής του μία πλαστική
παραμόρφωση, που είναι ίση με το 1/10.000 της
διαμέτρου των σωμάτων κύλισης του εδράνου
αυτού.

Ο υπολογισμός στατικής αντοχής εφαρμόζεται σε έδρανα
που δεν περιστρέφονται ή ακόμη και σε έδρανα που η
ταχύτητα περιστροφής τους δεν υπερβαίνει τις 20 στρ/min
και η φορά περιστροφής τους είναι πάντοτε η ίδια ή και
εναλλασσόμενη, όπως π.χ. στις εδράσεις άγκιστρων
γερανών, στις εδράσεις συρομένων θυρών, στις εδράσεις
της περιστρεφόμενης υπερκατασκευής ραντάρ και
γερανών κ.λπ..

Τοποθέτηση εδράνων κύλισης

Κατά την τοποθέτηση ενός εδράνου κύλισης στη θέση λειτουργίας του χρειάζεται ιδιαίτερη προσοχή,
γιατί μία λανθασμένη τοποθέτηση μπορεί να έχει ως αποτέλεσμα τη μείωση της διάρκειας ζωής ενός
εδράνου.

Όταν ο εσωτερικός δακτύλιος με τον στροφέα ή ό εξωτερικός δακτύλιος με την οπή του εδράνου έχουν
κατασκευαστεί με ελεύθερη συναρμογή τότε δεν παρουσιάζεται κανένα πρόβλημα κατά την τοποθέτησή
τους. Όταν όμως ή συναρμογή μεταξύ στροφέα και εσωτερικού δακτυλίου είναι αμφίβολης σύσφιξης ή
κανονικής σύσφιξης, τότε πρέπει ολόκληρο το έδρανο ή στην περίπτωση των εκ κατασκευής λυομένων
εδράνων μόνο ο εσωτερικός δακτύλιος να θερμανθεί μέχρι τη θερμοκρασία των 80 έως 100°C (για
έδρανα υψηλής θερμοκρασίας λειτουργίας έως το πολύ 120° C), ώστε μετά τη σχετική θερμική διαστολή
να είναι δυνατή η εύκολη συναρμολόγηση.

Η θέρμανση αυτή πρέπει να γίνει σε λουτρό λαδιού, ώστε να εξασφαλιστεί η ισομερής θέρμανση του
εδράνου. Η θέρμανση αυτή απαγορεύεται να γίνει με τη βοήθεια ελεύθερης φλόγας, διότι έτσι
διατρέχεται ο κίνδυνος της τοπικής υπερθέρμανσης και επομένως της τοπικής ανόπτησης του υλικού
τού εδράνου με αποτέλεσμα τη μείωση της αντοχής του.

39
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41

Συναρμογές εδράνων κύλισης

Συναρμολόγηση - Αποσυναρμολόγηση

Αν είναι αναγκαίο για την τοποθέτηση ενός εδράνου να χρησιμοποιηθεί μία χειροκίνητη ή υδραυλική
πρέσσα, τότε η δύναμη πίεσης πρέπει να εφαρμοστεί απ' ευθείας στον εσωτερικό δακτύλιο. Αν
εφαρμοστεί στον εξωτερικό δακτύλιο, τότε η ροή της δύναμης θα περάσει αναγκαστικά από τα σώματα
και τις αύλακες κύλισης, οπότε υπάρχει κίνδυνος αυτά να τραυματιστούν και έτσι να μειωθεί η διάρκεια
ζωής του εδράνου.

Όταν σ' ένα μηχανουργείο δεν υπάρχουν τα κατάλληλα μέσα και η τοποθέτηση ενός εδράνου γίνει με
ελαφρές κρούσεις ενός σφυριού, τότε πρέπει ο δακτύλιος που πρόκειται να συναρμολογηθεί, να
τοποθετηθεί με τη βοήθεια ενός σωλήνα, έτσι ώστε η κατανομή των κρούσεων να είναι ισομερής σε
ολόκληρη την περιφέρεια του δακτυλίου. Και σε αυτή την περίπτωση πρέπει οπωσδήποτε να
αποφευχθεί η κρουστική φόρτιση των σωμάτων και των αυλακιών κύλισης που μπορεί σαν
αποτέλεσμα να έχει τον τραυματισμό τους και επομένως τη μείωση της διάρκειας ζωής του εδράνου.

λάθος σωστό

41
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Αποσυναρμολόγηση με εξολκέα

λάθος

44

Προτεινόμενοι μέθοδοι συναρμολόγησης & 
αποσυναρμολόγησης εδράνων κύλισης

Πηγή: FAG Industrial Bearings A G

43
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Φυσιολογική φθορά εδράνων κύλισης

Φθορά του εσωτερικού 
δακτυλίου εδράνου 

κύλισης από κόπωση. Η 
φθορά αυτή είναι 

αναμενόμενη στο τέλος 
της διάρκειας ζωής του 

εδράνου

Θραύση του εσωτερικού 
δακτυλίου εδράνου 

κύλισης από κόπωση. Η 
φθορά αυτή είναι 

αναμενόμενη στο τέλος 
της διάρκειας ζωής του 

εδράνου

Η ονομαστική διάρκεια ζωής των εδράνων κύλισης που φορτίζονται με
δυναμική καταπόνηση εξαρτάται βασικά από την περιστροφική τους
ταχύτητα και από το φορτίο τους. Το τέλος της πραγματικής διάρκειας
ζωής ενός εδράνου κύλισης επισημαίνεται με την εμφάνιση του
συμπτώματος της κόπωσης του υλικού, που είναι οι εκκοιλάνσεις οι
οποίες δημιουργούνται κυρίως στην αύλακα κύλισης του εσωτερικού
δακτυλίου.

Παρά το ότι τα σώματα κύλισης δέχονται μεγαλύτερο
αριθμό φορτίσεων αυτά παρουσιάζουν μεγαλύτερη
αντοχή !

Πηγή: FAG Industrial Bearings A G

46

Αστοχίες λόγω λανθασμένης τοποθέτησης

Πηγή: FAG Industrial Bearings A G

Εγκοπές από δύναμη 
συναρμολόγησης

Θραύσεις από δύναμη 
συναρμολόγησης

Χάραγμα δακτυλίου από 
ακάθαρτο λιπαντικό

Απολεπίσεις λόγω 
κακής ευθυγράμμισης

Αυλάκωση λόγω κακής 
συναρμολόγησης

45
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47

Αστοχίες λόγω κακής συντήρησης

Ομοιόμορφη οξείδωση 
λόγω μη προστασίας από 

υγρασία
Σημάδια λόγω οξείδωσης

Σημάδια από κραδασμούς
Σημάδια λόγω οξείδωσης

Η οξείδωση οφείλεται κυρίως στην παρουσία υγρασίας, στη συμπύκνωση ατμών, σε ατμούς οξέων ή
στην παρουσία οξέων στο λιπαντικό.

Πηγή: FAG Industrial Bearings A G

48

Αστοχίες λόγω διέλευσης ηλεκτρικού ρεύματος στα 
έδρανα κύλισης

Σημάδια από διέλευση 
ηλεκτρικού ρεύματος

Σημάδια από διέλευση 
ηλεκτρικού ρεύματος

Τα σημάδια έχουν συνήθως καφέ χρώμα και
εμφανίζονται τόσο στους δακτυλίους όσο και στα
σώματα κύλισης.Πηγή: FAG Industrial Bearings A G
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49

Αστοχίες λόγω υπερθέρμανσης του λιπαντικού μέσου

Απολέπιση

Απολέπιση

Η υπερθέρμανση του λιπαντικού μέσου μειώνει το
ιξώδες του και κατά συνέπεια τις λιπαντικές του
ικανότητες. Έτσι, οι μεταλλικές επιφάνειες έρχονται
σε άμεση επαφή και λόγω της τριβής αυξάνεται η
θερμοκρασία, συγκολλώνται και στη συνέχεια
αποχωρίζονται. Η συγκόλληση και λύση των
συγκολλητών δεσμών αυτών, έχει σαν αποτέλεσμα
την απολέπιση των επιφανειών ιδιαίτερα των
τροχιών.

Πηγή: FAG Industrial Bearings A G

Επιλογή κατάλληλου εδράνου κύλισης
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Λίπανση εδράνων κύλισης

9,5% με λάδι 0,5% με στερεά λιπαντικά

90% με 
γράσο

Η λίπανση δεν παίζει τόσο σπουδαίο ρόλο στα έδρανα
κύλισης όσο στα έδρανα ολίσθησης στα οποία η εκλογή του
κατάλληλου λιπαντικού είναι μεγάλης σπουδαιότητας. Στις
συνήθεις εφαρμογές η λίπανση μπορεί να γίνει με λίπος ή λάδι
χωρίς να έχει το ένα είδος λίπανσης πλεονεκτήματα ή
μειονεκτήματα έναντι του άλλου.

Και τα δύο είδη λιπαντικού εξασφαλίζουν με την ίδια
αποτελεσματικότητα την απαιτούμενη λίπανση μεταξύ των
σωμάτων κύλισης και των αυλακιών κύλισης ή του κλωβού.

Η λίπανση με ορυκτέλαιο προτιμάται στις έξης
περιπτώσεις:

Όταν η ποσότητα θερμότητας πού παράγεται από την τριβή του εδράνου ή που διοχετεύεται στο έδρανο
από άλλα στοιχεία είναι τόσο μεγάλη ώστε να υπάρχει κίνδυνος υπερθέρμανσης. Στην περίπτωση αυτή
μπορεί το ορυκτέλαιο να τεθεί με ειδική αντλία σε αναγκαστική κυκλοφορία, για να απομακρυνθεί έτσι η
ποσότητα εκείνη της θερμότητας πού μπορεί να προκαλέσει επικίνδυνη ανύψωση της θερμοκρασίας του
εδράνου. Σε ακραίες περιπτώσεις στο σύστημα αναγκαστικής κυκλοφορίας παρεμβάλλεται και ειδική
συσκευή ψύξης (π.χ. ψυγείο αέρα, νερού κ.λπ.).

Όταν η λίπανση ενός μηχανήματος, στο όποιο περιλαμβάνονται τα έδρανα, γίνεται με ορυκτέλαιο, όπως
π.χ. στους μειωτήρες, τότε είναι ευνόητο ότι και ή λίπανση των εδράνων πρέπει να γίνει με το ίδιο
ορυκτέλαιο, διότι δεν θα συνέφερε οικονομικά ή στεγανοποίηση και λίπανση τους με λίπος.

Όταν η θέση στην οποία έχει τοποθετηθεί ένα έδρανο, δεν είναι εύκολα προσιτή και παρ' όλα αυτά
πρέπει σε ορισμένα χρονικά διαστήματα να γίνεται μία συντήρηση και αλλαγή λιπαντικού τού εδράνου
αυτού, τότε το λάδι είναι προτιμότερο από το λίπος. Στην περίπτωση αυτή μπορεί το λάδι σαν ρευστό
υλικό να απομακρυνθεί και ανανεωθεί με τη βοήθεια οπών, πού έχουν προβλεφθεί ειδικά γι' αυτό το
σκοπό.

Περιστροφή εδράνων κύλισης – Αριθμός στροφών

Λίπανση με λάδι

Λίπανση με γράσο Μέγιστη ταχύτητα
περιστροφής

r/min

51
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Στοιχεία Μηχανών

Διάλεξη 9

Ελικοειδείς, Κωνικοί Οδοντωτοί 
Τροχοί & Ατέρμονας Κοχλίας

Παναγιώτης Αλευράς 
(palevras@tuc.gr)

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 9 1

Οδοντωτοί τροχοί

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 9 2

Ελικοειδείς τροχοί
Κωνικοί τροχοί

Ατέρμονας 
Κοχλίας

1

2
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Ελικοειδείς

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 9 3

𝑝௡ = 𝑝 cos 𝜓

𝑚௡ = 𝑚 cos 𝜓

To 𝑚௡ είναι τυποποιημένο όπως το 
module των μετωπικών με ευθεία 
δόντια

Αναπτύσσεται εκτός από την εφαπτομενική (Ft) και την 
ακτινική (Fr) και μία αξονική δύναμη (Fa)

Τα δόντια είναι κομμένα σε γωνία ψ 
(γωνία ελίκωσης)

φ

tan 𝜑௡ = tan 𝜑 cos 𝜓 με 𝜑௡ = 20ఖ την γωνία πίεσης

Ελάχιστος αριθμός δοντιών N =
ଶ ୡ୭

ୱ୧୬మ ఝ

𝑑 = 𝑚𝑁 =
𝑚௡𝑁

cos 𝜓
Διάμετρος ελικοειδούς

Ελικοειδείς

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 9 4

Αριθμός δοντιών ισοδύναμου μετωπικού: 𝑁௡ =
𝑁

cosଷ 𝜓

Δυνάμεις ελικοειδούς:
𝐹௧ = 𝐹௡ cos 𝜑௡ cos 𝜓

𝐹௥ = 𝐹௧ tan 𝜑 = 𝐹௡ sin 𝜑௡

𝐹ఈ = 𝐹௧ tan 𝜓 = 𝐹௡ cos 𝜑௡ sin 𝜓

Οι τροχοί με ελικοειδή οδόντωση είναι μικρότεροι, με χαμηλότερο θόρυβο και 
μεγαλύτερο λόγο επαφής.

Η αντοχή τους υπολογίζεται κατά Lewis/Buckingham και κατά AGMA όπως και στους 
μετωπικούς, με μόνη διαφορά τον γεωμετρικό συντελεστή J (Σχ. 18.25-18,29). Ο 
συντελεστής Ι υπολογίζεται με τον Πιν. 19.2

3

4
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Κωνικοί

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 9 5

Γεωμετρία Κωνικών

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 9 6

𝐹௧ =
2𝑁

𝜔𝑑௣௠

𝐹௔ = 𝐹௧ tan 𝜑 sin 𝛾

𝐹௥ = 𝐹௧ tan 𝜑 cos 𝛾

σχέση μετάδοσης

𝑖 =
𝑛௣

𝑛௚
=

𝑁௚

𝑁௣

Αρχική εξωτερική διάμετρος
𝑑௣ = 𝑁௣𝑚

𝑑௚ = 𝑁௚𝑚

Μέση διάμετρος
𝑑௣௠ = 𝑑௣ − 𝑏 sin 𝛾

𝑑௚௠ = 𝑑௚ − 𝑏 sin Γ Αριθμός δοντιών 
φανταστικού μετωπικού:

𝑁௣
ᇱ = 𝑁௣/ cos 𝛾

𝑁௚
ᇱ = 𝑁௚/ cos 𝛾

tan Γ = 𝑖, tan γ = 1/𝑖

5

6
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Αντοχή Lewis-Buckingham

• Εξίσωση Lewis (καμψη)

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 9 7

𝐹௕ = 𝑆𝑌𝑚𝑏 1 −
𝑏

𝐿

𝐿 = 0.25 𝑑௣
ଶ + 𝑑௚

ଶ

𝑚 module στην εξωτερική διάμετρο

Υ υπολογίζεται όπως στους μετωπικούς 
χρησιμοποιώντας 𝑁௣

ᇱ , 𝑁௚
ᇱ

𝑏 ≤ 𝐿/3 το πλάτος του τροχού

Δυναμικός συντελεστής 𝐾௨ =
଺ା௨

଺

𝐹ௗ = 𝐾௨𝐹௕

• Πίεση Buckingham

𝐹௪ =
𝑑௣𝐾𝑄ᇱ𝑏

cos 𝛾
𝑄ᇱ =

2𝑁௚
ᇱ

𝑁௣
ᇱ + 𝑁௚

ᇱόπου

Αντοχή AGMA - Κάμψη

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 9 8

𝜎௧ =
𝐹௧

𝑚𝑏𝐽

𝐾௢𝐾௩𝐾௦𝐾௠

𝐾௫
≤ 𝑆ఌగ =

𝑆௔௧𝐾௅

𝑆ி𝐾்𝐾ோ

• Συντελεστής καμπυλότητας 𝐾௫ = 1.15 για ελικοειδή οδόντωση, 
1.0 για άλλους τύπους

• Συντελεστής διανομής φορτίου 𝐾௠ = 𝐾௠௕ + 5.6 10ି଺𝑏ଶ

𝐾௠௕ = 1.00 𝐾௠௕ = 1.10 𝐾௠௕ = 1.25

7

8
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Αντοχή AGMA - Κάμψη

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 9 9

• Συντελεστής μεγέθους 𝐾ௌ

𝑃ௗ = 25.4/𝑚

• Συντελεστής διάρκειας 
ζωής 𝐾௅ (Σχ. 18.24)

𝐾௅ = ቐ
2.7, 

6.1514𝛮ି଴.ଵଵ଼ଶ, 

 1.6831 𝛮ି଴.଴ଷଶଷ

 
10ଶ ≤ 𝛮 ≤ 10ଷ

10ଷ ≤ 𝛮 ≤ 3 10଺

3 10଺ ≤ 𝛮 ≤ 10ଵ଴

Για ανθρακούχους χάλυβες

Αντοχή AGMA - Κάμψη

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 9 10

• Γεωμετρικός Συντελεστής J

μετωπικοί

Zerol

ελικοειδείς

Για φ=20ο και άξονες τροχών κάθετους

9
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Αντοχή AGMA – Επιφανειακή Πίεση

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 9 11

𝜎௖ = 𝐶௣

𝐹௧

𝑏𝑑ଵ𝐼
𝐾௢𝐾௩𝐾௦𝐾௠𝐶௙ ≤ 𝑆ఌగ =

𝑆௔௖𝑍ே𝐶ு

𝑆ு𝐾்𝐾ோ

• Συντελεστής μεγέθους 𝐾ௌ = ቐ
0.5, 

0.00429𝑏 + 0.4375, 
 1

 
𝑏 < 12.7𝑚𝑚

12.7 ≤ 𝑏 ≤ 114.3
114.3 < 𝑏

• Συντελεστής διανομής φορτίου 𝐾௠ όπως στην κάμψη κωνικών

• Γεωμετρικός συντελεστής Ι (επόμενη διαφάνεια)

• Υπόλοιποι συντελεστές κατά τα γνωστά των μετωπικών

Αντοχή AGMA – Επιφανειακή Πίεση

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 9 12

μετωπικοί

Zerol

ελικοειδείς

• Γεωμετρικός Συντελεστής Ι

Για φ=20ο και άξονες τροχών κάθετους

11
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Ατέρμονας Κοχλίας – Κορώνα

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 9 13

Χρησιμοποιείται σε κάθετους και ασύμβατους άξονες με μεγάλη επιθυμητή σχέση 
μετάδοσης και σταθερή φορά περιστροφής.

σχέση μετάδοσης

𝑁௚ αριθμός δοντιών κορώνας

𝑁௪ αρχές σπειρώματος κοχλία (1,2 ή 3)

𝑑௚ η αρχική διάμετρος της κορώνας

𝐿 = 𝑝௫𝑁௪ το βήμα του κοχλία

𝑝௫
tan 𝜆௪ =

ேೢ௅

గௗೢ
η γωνία του ατέρμονα

𝜆௪

𝑖 =
𝑁௚

𝑁௪
=

𝜋𝑑௚

𝐿

Ατέρμονας Κοχλίας – Κορώνα

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 9 14

Στο ζεύγος αναπτύσσονται 3 δυνάμεις 
λόγω της γωνίας του ατέρμονα, 
εφαπτομενική, ακτινική και αξονική

𝑊௧௪ =
2𝑁

𝜔௪𝑑௪
𝑊௧௚ =

2𝑁

𝜔௚𝑑௚

𝑊௫௚ = 𝑊௧௚

cos 𝜑௡ sin 𝜆௪ + 𝜇 cos 𝜆௪

cos 𝜑௡ cos 𝜆௪ − 𝜇 sin 𝜆௪

𝑊௥௚ = 𝑊௧௚

sin 𝜑௡

cos 𝜑௡ cos 𝜆௪ − 𝜇 sin 𝜆௪

Όπου μ ο συντελεστής τριβής στην επιφάνεια της σπείρας του ατέρμονα.

𝑊௙ = 𝑊௧௚

𝜇

cos 𝜑௡ cos 𝜆௪ − 𝜇 sin 𝜆௪
𝜂 =

𝑃ఌక

𝑃ఌఐఙ
=

cos 𝜑௡ − 𝜇 tan 𝜆௪

cos 𝜑௡ + 𝜇 cot 𝜆௪

Βαθμός 
απόδοσης:

13
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AGMA 6034-B92

Διαδικασία σχεδιασμού ζεύγους ατέρμονα-κορώνας.

1. Ορίζουμε αρχικά μεγέθη: Διάκεντρο C, αρχές κοχλία 𝑁௪, σχέση μετάδοσης, 
δόντια κορώνας Ν௚ και γωνία πίεσης 𝜑௡. Ν௚,௠௜௡ = 21 για 𝜑௡ = 20ఖ.

2. Διάμετρος ατέρμονα 𝑑௪ = 0.681𝐶଴.଼଻ହ, Διάμετρος κορώνας 𝑑௚ = 2𝐶 −
𝑑௪, πλάτος κορώνας 𝑏 ≤ 0.67𝑑௪

3. Βήμα κοχλία 𝐿 = 𝜋𝑑௚𝑁௪/𝑁௚ και γωνία ατέρμονα tan 𝜆௪ = 𝐿/𝜋𝑑௪

4. Ταχύτητα ολίσθησης 𝑢௧ = 𝜋𝑑௪𝑛/60 cos 𝜆௪

5. Περιφερειακή δύναμη

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 9 15

𝑊௧௚ 𝑘𝑝 =
𝐶௦𝐶௠𝐶௨𝑑௚

଴.଼ 𝑚𝑚 𝑏 𝑚𝑚

743.23

Συντελεστές

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 9 16

Για 𝐶 > 75𝑚𝑚

Για 𝐶 ≤ 75𝑚𝑚

𝐶௦ = min 𝛿𝜄𝛼𝛾𝜌𝛼𝜇𝜇𝛼, 720 + 6.6368 10ିସCଷ

𝐶௠ =
0.02 𝑖ଶ + 40𝑖 − 76 + 0.46, 

0.0107 𝑖ଶ + 56𝑖 − 5145, 
1.1483 − 0.00658𝑖, 

 
3 ≤ 𝑖 ≤ 20

20 < 𝑖 ≤ 76
𝑖 > 76

𝐶௨ = ൞
0.6590𝑒ି଴.ଶଵ଺ଵହ௨, 

0.65197𝑢ି଴.ହ଻ଵ, 

1.09828𝑢ି଴.଻଻ସ, 

 
0 ≤ 𝑢 ≤ 3.5𝑚/𝑠

3.5 < 𝑢 ≤ 15
𝑢 > 15

Συντελεστής σχέσης μετάδοσης

Δυναμικός Συντελεστής

Συντελεστής Υλικού 𝑪𝒔

15

16



9

AGMA 6034-B92

6. Συντελεστής τριβής

7. Δύναμη Τριβής

8. Ισχύς εισόδου και βαθμός απόδοσης

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 9 17

𝜇 = ൞

0.15, 

0.124𝑒ିଶ.ଶଷଷ௨బ.లరఱ
, 

0.103𝑒ିଵ.ଵ଼ బ.రఱ
+ 0.012, 

 
𝑢 = 0𝑚/𝑠

0 < 𝑢 ≤ 0.05
𝑢 > 0.05

𝑊௙ =
𝜇𝑊௧

cos 𝜆 cos 𝜑௡

  𝑃௜(𝐻𝑃) =
𝑛௪𝑊௧𝑑௚

1454727
+

𝑢𝑊௙

76.2
  𝜂 = 𝑃௢/𝑃௜

Ισχύς εξόδου 𝑃௢ Ισχύς που καταναλώνει η τριβή

Ερωτήσεις?

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 9 18

17
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Στοιχεία Μηχανών

Διάλεξη 10

Ιμάντες & Αλυσοκίνηση

Παναγιώτης Αλευράς 
(palevras@tuc.gr)

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 10 1

Ιμαντοκίνηση

• Μεταφορά ισχύος με ελαστικά στοιχεία (ιμάντες) μεταξύ τροχαλιών

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 10 2

Τύποι ιμάντα

Η λειτουργία του ιμάντα προϋποθέτει την ύπαρξη δύναμης 
πρότασης 𝑆଴

Κατά τη λειτουργία, ο έλκοντας κλάδος του ιμάντα 
καταπονείται με δύναμη 𝑆ଵ > 𝑆଴, ενώ ο ελκόμενος κλάδος 
με δύναμη 𝑆ଶ < 𝑆଴, λόγω τριβής.

Η μεταφερόμενη στρεπτική ροπή είναι Τଵ =
ௌభିௌమ ௗభ

ଶ
και 

Τଶ =
ௌభିௌమ ௗమ

ଶ

1
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Γεωμετρία

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 10 3

𝜑ଵ = 𝜋 − 2 sinିଵ(
𝑑ଶ − 𝑑ଵ

2𝑎
)

𝜑ଶ = 𝜋 + 2 sinିଵ(
𝑑ଶ − 𝑑ଵ

2𝑎
)

𝐿 = 4𝑎ଶ − 𝑑ଶ − 𝑑ଵ
ଶ +

1

2
(𝑑ଶ𝜑ଶ + 𝑑ଵ𝜑ଵ)

𝛼 =
1

2
𝐿 −

1

2
𝑑ଶ𝜑ଶ + 𝑑ଵ𝜑ଵ

ଶ

+ 𝑑ଶ − 𝑑ଵ
ଶΔιάκεντρος:

Συνολικό Μήκος Ιμάντα:

Γωνίες τύλιξης:

Ανάλυση Δυνάμεων

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 10 4

𝑆ଵ − 𝑆௖

𝑆ଶ − 𝑆௖
= 𝑒௙ఝ

𝑆௖ = 𝜇𝑢ଶ η δύναμη λόγω φυγόκεντρου
𝜑 το ενεργό τμήμα της γωνίας τύλιξης της 
μικρής τροχαλίας
𝜇 μάζα ανά μονάδα μήκους του ιμάντα
𝑢 = 𝜔𝑟 περιφερειακή ταχύτητα ιμάντα

Μέγιστη μεταφερόμενη ισχύς εξαρτάται 
από την δύναμη πρότασης

𝑁 =
𝑆଴𝑑𝑛

71620

1

𝐶ఖఒ

𝑑 =
𝑒௙ఝ − 1

𝑒௙ఝ + 1

Ερπυσμός: τμήμα του τυλιγμένου ιμάντα 
ολισθαίνει χωρίς να μεταφέρει ροπή, 
εκφράζεται ως ποσοστό ε, βάσει του 
συντελεστή έλξης d

𝐶ఖఒ από Πιν. 14-1
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Πίνακας 14.1

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 10 5

Υπολογισμός Ιμαντοκίνησης

• Επιλογή τύπου ιμάντα (πχ HG)

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 10 6

5
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Υπολογισμός Ιμαντοκίνησης

• Υπολογισμός Διαμέτρων

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 10 7

𝑑ଵ = 𝑦ଵ

𝑑ଵ

𝑠

𝑁𝐶ఖఒ

𝜎ఌగ𝑛ଵ

య

𝑦ଵ = 80 έως 100

𝑑ଵ

𝑠
= 1.5 𝜀𝜔𝜍 2

𝑑ଵ

𝑠
௠௜௡

𝑑ଶ = 1 − 𝜀 𝑑ଵ𝑖 𝜀 ποσοστό ερπυσμού (1.5%)

𝑖 σχέση μετάδοσης

μικρής τροχαλίας

μεγάλης τροχαλίας

Υπολογισμός Ιμαντοκίνησης

• Πάχος Ιμάντα και τυποποίηση

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 10 8

𝑠 =
𝑑ଵ/𝑠

𝑑ଵ

• Ταχύτητα Ιμάντα 𝑢ଵ =
𝜋𝑑ଵ𝑛ଵ

60000
𝑢ଶ =

𝜋𝑑ଶ𝑛ଶ

60000
5 < 𝑢 < 10𝑚/𝑠

• Διάκεντρος 𝛼 = max[
3𝑑ଵ

2
+

𝑑ଶ

2
, 𝑑ଶ] 

• Μήκος ιμάντα 𝐿 = 2𝑎 + 𝜋
𝑑ଵ + 𝑑ଶ

2
+

1

𝑎

𝑑ଵ + 𝑑ଶ

2

ଶ

• Γωνίες τύλιξης 𝜑ଵ = 𝜋 − 2 sinିଵ(
𝑑ଶ − 𝑑ଵ

2𝑎
) 𝜑ଶ = 𝜋 + 2 sinିଵ(

𝑑ଶ − 𝑑ଵ

2𝑎
)

• Πλάτος ιμάντα 𝑏 = 𝑁𝐶ఖఒ/𝑁଴

• Πλάτος τροχαλίας 𝑏ఛఘ = 1.12𝑏

Για Ν଴ δες επόμενη διαφάνεια

7
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Υπολογισμός Ιμαντοκίνησης

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 10 9

𝑠௙ = 𝑠[1 − 10/(𝑑ଵ/𝑠)]

𝑁଴ για ιμάντες HG

Υπολογισμός Ιμαντοκίνησης

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 10 10

𝑆ଵ + 𝑆ଶ = 2𝑆଴

• Δυνάμεις

𝑈 = 𝑆ଵ − 𝑆ଶ = 71620
2𝑁

𝑛ଵ𝑑ଵ

𝑆ଵ − 𝑆௖

𝑆ଶ − 𝑆௖
= 𝑒௙ఝ

𝑅 = 𝑆ଵ
ଶ + 𝑆ଶ

ଶ − 2𝑆ଵ𝑆ଶ cos 𝜑

Όπου 𝑆௖ = 𝜇𝑢ଶ

Ροπή που μεταφέρει η τροχαλία

Δύναμη που κάμπτει τον άξονα 
της τροχαλίας

9
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Υπολογισμός Ιμαντοκίνησης

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 10 11

• Τάσεις

Ο ιμάντας καταπονείται από την 
πρόταση (𝜎଴), από την 
μεταφερόμενη ροπή (𝜎఑), από την 
κάμψη στις περιοχές τύλιξης γύρω 
από τις τροχαλίες (𝜎௕) και από τις 
φυγόκεντρες δυνάμεις (𝜎௨)

Μέγιστη τάση εμφανίζεται κατά την 
είσοδο στην μικρή τροχαλία

𝜎௠௔௫ = 𝜎଴ +
𝜎఑

2
+ 𝜎௕ଵ + 𝜎௨ =

𝑆଴

𝑏𝑠
+

𝑈

2𝑏𝑠
+

𝛾𝑢ଶ

1000𝑔
+ 𝐸௕

𝑠

𝑑ଵ
≤ 𝜎ఌగ

Υπολογισμός Ιμαντοκίνησης

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 10 12

• Διάρκεια Ζωής

𝑁 = 𝑁௕
ఙഄഏ

ఙ೘ೌೣ

௠
σε κύκλους

𝐻 =
ே್

ଷ଺଴଴஻

ఙഄഏ

ఙ೘ೌೣ

௠
σε ώρες λειτουργίας

Όπου 𝑁௕ = 10଻ κύκλοι, Β=zu/L (εναλλαγές ανά 
sec), z αριθμός τροχαλιών

𝜎ఌగ = ൞

30𝑘𝑝/𝑐𝑚ଶ

60𝑘𝑝/𝑐𝑚ଶ

90 𝑘𝑝/𝑐𝑚ଶ

  

𝜐𝜑𝛼𝜎𝜇𝛼𝜏𝜄𝜈𝜊𝜍
𝜅𝛼𝜊𝜐𝜏𝜎𝜊𝜐𝜅

𝜏𝜌𝛼𝜋𝜀𝜁𝜊𝜀𝜄𝛿𝜂𝜍
     

𝑚 = 6
𝑚 = 6
𝑚 = 8

Η τιμή του εκθέτη m, επιλέγεται για
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Αλυσοκίνηση

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 10 13

Ακρίβεια στη σχέση μετάδοσης

Χωρίς ολίσθηση

Αποδοτική >98%

 Θορυβώδης λειτουργία

 Μεταβλητότητα λόγω φθοράς

 Ανάγκη λίπανσης

Αλυσοκίνηση

• Η επιτρεπόμενη ταχύτητα της αλυσίδας είναι αντιστρόφως ανάλογη με 
το βήμα της αλυσίδας

• Γενικά, η μέγιστη ταχύτητα δεν πρέπει να ξεπερνάει τα 25 m/s

• Παρά το σχετικά μεγαλύτερο βάρος σε σχέση με τους ιμάντες, οι 
φυγόκεντρες δυνάμεις αγνοούνται λόγω της αρκετά μεγαλύτερης 
εφελκυστικής δύναμης που φέρουν οι αλυσίδες.

• Η ισχύς που μπορεί να μεταφέρει μια αλυσίδα εξαρτάται από τον 
αριθμό των δοντιών.

• Υπάρχει δυνατότητα χρήσης πολλών αλυσίδων ταυτόχρονα για την 
μεταφορά ενός φορτίου. 

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 10 14

13
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Υπολογισμός Αλυσοκίνησης

• Επιλογή τύπου αλυσίδας (κυλίνδρου – DIN 8187 & 8180, χιτωνίων, 
οδοντωτές DIN 8190, χαλύβδινων πίρων DIN 654)

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 10 15

Υπολογισμός Αλυσοκίνησης

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 10 16

• Επιλογή βήματος t

15
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Υπολογισμός Αλυσοκίνησης

• Επιλογή αλυσοτροχών

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 10 17

𝐷௧ =
𝑧ଵ𝑡

𝜋

𝑢 =
𝑧ଵ𝑡𝑛

60000
 

𝑚

𝑠

7654321Σχ. μετάδοσης

15172123252731Κυλίνδρων

15192327313540Οδόντων

Δύναμη στην αλυσίδα: U = 71620 
2𝑁

𝐷௧𝑛ଵ

(στις αλυσίδες δεν εφαρμόζεται πρόταση 
αφού η ροπή δεν μεταφέρεται με τριβή)

𝑖 =
𝑛ଵ

𝑛ଶ
=

𝑧ଶ

𝑧ଵ
Επιλογή μεγάλου αλυσοτροχού από:

Αριθμός δοντιών 𝑧ଵ

Υπολογισμός Αλυσοκίνησης

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 10 18

• Απόσταση αξόνων α

• Αριθμός κρίκων (πρέπει να είναι άρτιος)

• Διόρθωση απόστασης αξόνων

• Πολλαπλότητα αλυσίδας

𝛼௠௜௡ = 1.2
𝑑ଵ + 𝑑ଶ

2
+ 30 ÷ 50 𝑚𝑚

𝑥 =
𝑧ଵ + 𝑧ଶ

2
+

2𝑎

𝑡
+

𝑧ଶ − 𝑧ଵ

2𝜋

ଶ 𝑡

𝑎

𝛼௠௜௡ = 30 ÷ 60 𝑡 ή

𝛼 =
𝑡

4
[𝑥 −

𝑧ଵ + 𝑧ଶ

2
+ 𝑥 −

𝑧ଵ + 𝑧ଶ

2

ଶ

− 8
𝑧ଶ − 𝑧ଵ

2𝜋

ଶ

]

𝐶ఖఒ =
19

𝑧ଵ

𝐶௦

𝐶ଵ𝐶ଶ𝐶ଷ
Υπολογίζω συντελεστή λειτουργίας

17
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Υπολογισμός Αλυσοκίνησης

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 10 19

Υπολογισμός Αλυσοκίνησης

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 10 20

Επιλέγω ειδική ισχύ 𝑁଴ βάσει 
ωρών λειτουργίας και στροφών

𝑗 =
𝑁𝐶ఖఒ

𝑁଴

Έτσι, ο αναγκαίος αριθμός 
αλυσίδων είναι

19
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Υπολογισμός Αλυσοκίνησης

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 10 21

𝑆 = 𝑈 + 𝑆௖ + 𝑆௚

• Έλεγχος δυνάμεων

𝑈 < Αντοχή θραύσης, η δύναμη που μεταφέρει τη ροπή

𝑆௖ = 𝜇𝑢ଶ =
ீ௨మ

ଽ.଼ଵ
η φυγόκεντρος δύναμη

𝑆௚ = 𝑘௙𝐺𝐴 με 𝑘௙ = (2 ÷ 6) για γ<40ο και 𝑘௙ = (1.5 ÷ 2) για γ>40ο

Επιτρεπόμενη πίεση: 𝑝 =
𝑆

𝑓
≤ 𝑝ఌగ 𝑓 η ωφέλιμη διατομή

𝛾 η γωνία της διακέντρου των αλυσοτροχών με το οριζόντιο επίπεδο

Ερωτήσεις?

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 10 22

21
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Παράδειγμα (14.6.5)

Η μετάδοση κίνησης από Η/Κ σε μία μικρή εργαλειομηχανή γίνεται με 
επίπεδο ιμάντα. Η μεταφερόμενη ισχύς είναι 16 kW, οι στροφές του Η/Κ 
960 rpm και της μηχανής 300rpm. Μία τροχαλία διαμέτρου 800 mm και 
πλάτους 140 mm είναι ήδη συναρμολογημένη στη μηχανή. Να επιλεγεί 
κατάλληλος ιμάντας για 10 ώρες λειτουργίας ημερησιώς όταν η τάνυση
του ιμάντα γίνεται με κοχλίες. Η απόσταση των αξόνων είναι 1000 mm. 
Να γίνει έλεγχος τάσεων και να υπολογιστεί η διάρκεια ζωής.

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 10 23

23



1

Στοιχεία Μηχανών

Ασκήσεις

Παναγιώτης Αλευράς 
(palevras@tuc.gr)

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 10 1

Άσκηση (14.6.5)

Η μετάδοση κίνησης από Η/Κ σε μία μικρή εργαλειομηχανή γίνεται με 
επίπεδο ιμάντα. Η μεταφερόμενη ισχύς είναι 16 kW, οι στροφές του Η/Κ 
960 rpm και της μηχανής 300rpm. Μία τροχαλία διαμέτρου 800 mm και 
πλάτους 140 mm είναι ήδη συναρμολογημένη στη μηχανή. Να επιλεγεί 
κατάλληλος ιμάντας για 10 ώρες λειτουργίας ημερησιώς όταν η τάνυση
του ιμάντα γίνεται με κοχλίες. Η απόσταση των αξόνων είναι 1000 mm. 
Να γίνει έλεγχος τάσεων και να υπολογιστεί η διάρκεια ζωής.

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 10 2
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Άσκηση (14.6.3)

Ένας επίπεδος δερμάτινος ιμάντας, πλάτους 250 mm και πάχους 8 mm, 
κινείται από μία τροχαλία 400 mm και κινεί μια άλλη 900 mm. Και οι δύο 
τροχαλίες είναι από χυτοσίδηρο με συντελεστή τριβής 0.28. Αν η 
απόσταση των κέντρων είναι 1550 mm,η μέγιστη επιτρεπόμενη τάση 
στον ιμάντα είναι 44 kp/cm2, και η ταχύτητα του ιμάντα είναι 22 m/s, 
υπολογίστε τη μέγιστη ισχύ που μπορεί να μεταφερθεί από τον ιμάντα 
για διάρκεια ζωής 5 χρόνια θεωρώντας λειτουργία 4 ώρες/εργάσιμη.

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 10 3

Άσκηση (19.1.2)

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 10 4

Πόση ισχύς μπορεί να μεταφερθεί με ασφάλεια από ένα ζεύγος 
ελικοειδών οδοντωτών τροχών, γωνίας εξελιγμένης 20ο , γωνία έλικας 25ο

με module κανονικής οδόντωσης 𝑚௡=5 mm, κατασκευασμένων  από SAE 
1040 με πλάτος 75 mm. Το πινιόν περιστρέφεται με 2000 rpm και έχει 20 
δόντια και η σχέση μετάδοσης είναι 1:5. Χρησιμοποιήστε τις εξισώσεις 
Lewis και Buckingham θεωρώντας συντελεστή συγκέντρωσης τάσεων στη 
ρίζα του δοντιού 1.66.
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Άσκηση (12.7.3)

Το παρακάτω σύστημα μεταφοράς ισχύος 
αποτελείται από ένα κωνικό (είσοδος) και έναν 
ελικοειδή (έξοδος) οδοντωτό τροχό, έναν άξονα 
περιστρεφόμενο στις 600 rpm και δύο ρουλεμάν. 
Να υπολογιστεί η μεταφερόμενη ισχύς Ν και να 
υπολογιστεί η δύναμη 𝑃 = −0.5𝑃𝑖 − 0.41𝑃𝑗 +
0.44𝑃𝑘.

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 10 5

1. Να σχεδιαστούν τα διαγράμματα δυνάμεων και ροπών του άξονα και να 
υπολογιστούν τα φορτία στα κρίσιμα σημεία.

2. Να υπολογιστεί η διάμετρος του άξονα στις θέσεις των τροχών και των 
ρουλεμάν με υλικό άξονα St70.

3. Να επιλεγεί το αριστερό ρουλεμάν για 10000 ώρες λειτουργίας με 
αξιοπιστία 98% εάν μόνο αυτό παραλαμβάνει αξονικά φορτία.

4. Αν το υλικό του ελικοειδούς είναι σκληρημένος χάλυβας με 300 BHN, να 
υπολογίσετε το πλάτος του ώστε να αντέχει σε κάμψη και επιφανειακή 
πίεση κατά AGMA, με γωνία ελίκωσης 𝜓 = 30ఖ και 60 δόντια

Διάγραμμα Ελεύθερου Σώματος

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 10 6

𝐴௫

𝐴௬
𝐴௭

𝐹௫

𝐹௬

𝐹௭

𝑃௫

𝑃௬

𝑃௭

𝑀௉ೣ

𝑀ி೤

𝑀௉೥

𝑀ிೣ

𝐵௫

𝐵௬

500 𝑚𝑚 400 𝑚𝑚 300 𝑚𝑚
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Διαγράμματα Q,M

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 10 7

ΚΑΤΑΚΟΡΥΦΟ ΕΠΙΠΕΔΟ ΟΡΙΖΟΝΤΙΟ ΕΠΙΠΕΔΟ

Επιλογή Ρουλεμάν

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 10 8
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Άσκηση (5.6.10)

Ο εκκεντροφόρος άξονας ανήκει σ’ ένα μηχανισμό που κινεί ένα ακόλουθο με 
δύναμη 400 kp στη θέση μέγιστης μετατόπισης. Η κάμα φορτίζει τον 
ακόλουθο στην περιοχή της γωνίας περιστροφής από 0ఖ έως 180ఖ, ενώ στην 
υπόλοιπη περιοχή δεν τον φορτίζει. Η στρέψη θεωρείται αμελητέα. Αν το 
υλικό του άξονα είναι St60 και η αξιοπιστία 99.9%, να υπολογιστεί ο 
συντελεστής ασφαλείας κατά Soderberg Goodman για διαρκή αντοχή. Οι 
ακτίνες καμπυλότητας στις διαβαθμίσεις είναι 2 mm.

Στοιχεία Μηχανών - Διάλεξη 10 9
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